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Fonte: ash.atozviews.com

Compacto dos melhores momentos

AULA 4


https://ash.atozviews.com

Union-find

1.5 Case Study: Union-Find


https://algs4.cs.princeton.edu/15uf/

Interface uf.h

Arquivo

uf.h

void

void

int

bool

int

void

ufInit(int n)

ufUnion(int p, int q)
ufFind(int p)

ufConnected(int p,int q)

ufCount ()

ufFree()

inicializa n sites com
nomes inteiros
0,...,n-1
acrescenta ligacao
entre p e q
retorna id do
componente de p
truesepeq
estao no mesmo
componente
nimero de
componentes
destroi a ED




Estratégias

QuickFindUF:
Cada elemento mantém o id do seu conjunto.
ufFind é rapido, mas ufUnion pode ser lento.

QuickUnionUF:

Cada conjunto é uma arvore enraizada.

A raiz da arvore é o representante do conjunto.
ufUnion é rapido (descontados os ufFinds),
mas ufFind pode ser lento.

WeightedQuickUnionUF: No ufUnion,
pendurar sempre a arvore mais baixa na mais alta.
O ufFind e o ufUnion ficam bem mais rapidos!



Experimentos

% time client < tinyUF.txt

2 components
0.0003seg

% time client < mediumUF.txt

3 components
0.005seg

% time client < largeUF.txt

6 components
3.726seg



Resumo

| ufInit() | ufFind() | ufUnion() |

QuickFindUF O(n) O(1) O(n)
QuickUnionUF O(n) O(n) O(n)
WeightedQuickUnionUF | ©(n) O(lgn) O(lgn)



PAREGO ESTAR
PRESTANDO ATENQRO

MAS TO VIAJANDO MENTALMENTE

Fonte: Pinterest

AULA 5


https://www.pinterest.es/pin/61783826117933048/?lp=true

Path compression
Ideia:

encurtar os caminhos durante cada ufFind ().
a

| /A/A
D /Aﬁ FINDSET(p)



Path compression
Ideia:

encurtar os caminhos durante cada ufFind ().

TEih

FINDSET(p)




path compression

FINDSET (p) > com “path compression”

1 sep # pailp]
2 entdo pailp] < FINDSET (pai[p])

3 devolva pailp]



path compression

FINDSET (p) > com “path compression”
1 sep # pai[p]

2 entdo pailp] < FINDSET (pai[p])
3 devolva pailp]

int ufFind(int p) {
if (p != pai[p])
pail[p] = ufFind(pai[p]);
return pai[p];

}



Funcao log-estrela

lg" n é o menor k tal que

lglg...lgn<1
—_——
k

100000000000000000

65535
65536

-+--000000000000

80



Funcao ‘torre’

. 1 se =10
t(l) = { Qt(i_l) se | = 1,273, N

10

Ot = W N = O .

1
2l =9
22 — 4
22° = 16

92% _ 916 _ 65536
22
922" 5 100000000000000000 - - - 000000000000

80



Consumo de tempo

ufInit(n) O(n)
ufFind(p) O(lg"n) amortizado!
ufUnion(p, q) O(lg*n) amortizado!

M MM UFUWUFUFFFUF

—_— ———
n

Custo total da sequéncia:

O(n) +nO(lg"n) +nO(lg"n) = O(mlg* n)



Conclusoes

Se conjuntos disjuntos s3o representados através
de disjoint-set forest com union by rank e
path compression, entdo uma sequéncia de

ufInit(n) e m operacoes ufUnion() e
ufFind () consome tempo O(mlg" n).




Experimentos

% time client < tinyUF.txt

2 components
0.0003seg

% time client < mediumUF.txt

3 components
0.004seg

% time client < largeUF.txt

6 components
3.522seg

Parece que na pratica weighted quick-union
e weighted quick-union com path-compression
ndo sao muito diferentes.



Resumo

| ufInit() | ufFind() | ufUnion() |
QuickFindUF O(n) O(1) O(n)
QuickUnionUF O(n) O(n) O(n)
WeightedQuickUnionUF | ©(n) O(lgn) O(lgn)
PathCompressionUF O(n) O(lg"n) | O(lg"n)




Arvores em vetores e heaps

Fonte: http://xkcd.com/835/

PF 10
http://www.ime.usp.br/~pf/algoritmos/aulas/hpsrt.html
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http://xkcd.com/835/
http://www.ime.usp.br/~pf/algoritmos/aulas/hpsrt.html

Representacao de arvores em vetores

1 nivel
______________ 0
2 3
e [ 1
4 5 6 7
-2
8 9 10 11 12
____________ 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12




Pais e filhos

a[l..m] é um vetor representando uma arvore.
Diremos que para qualquer indice ou no 1,
» |i/2] é o pai de i;

» 21 é o filho esquerdo de 7;
» 21+1 é o filho direito.

Um né ¢ s6 tem filho esquerdo se 27 < m.

Um né i sé tem filho direito se 27+1 < m.



Raiz e folhas

O n6 1 n3o tem pai e é chamado de raiz.

Um né 7 é um folha se n3o tem filhos,
ou seja, 27 > m.

Todo né 7 é raiz da subarvore formada por

ali, 2i,2i4+1, 41, 4i+1, 4i+2, 4i+3, 8i, . .., 8i+7, . ..



Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o ultimo,
tem exatamente 2P nds e esses sao

P QP 4 1,242 ... 2Tl 1



Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o ultimo,
tem exatamente 2P nds e esses sao

P QP 4 1,242 ... 2Tl 1

O né ¢ pertence ao nivel 777,



Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o ultimo,
tem exatamente 2P nds e esses sao

P QP 4 1,242 ... 2Tl 1

O né i pertence ao nivel |lgi].



Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o ultimo,
tem exatamente 2P nds e esses sao

P QP 4 1,242 ... 2Tl 1

O né i pertence ao nivel |lgi].

Prova: Se p é o nivel do n6 i, entdo

¥ < 4 o< 2pfl =
lg2r < lgi < lg2¢rt!l =
p < lgi < p+1

Logo, p = |lgi].



Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o ultimo,
tem exatamente 2P nds e esses sao

P QP 4 1,242 ... 2Tl 1

O né i pertence ao nivel |lgi].

Prova: Se p é o nivel do n6 i, entdo

¥ < 4 o< 2pfl =
lg2r < lgi < lg2¢rt!l =
p < lgi < p+1

Logo, p = |lgi].
Portanto, o nimero total de niveis é 777.



Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o ultimo,
tem exatamente 2P nds e esses sao

P QP 4 1,242 ... 2Tl 1

O né i pertence ao nivel |lgi].

Prova: Se p é o nivel do n6 i, entdo

¥ < 4 o< 2pfl =
lg2r < lgi < lg2¢rt!l =
p < lgi < p+1

Logo, p = |lgi].
Portanto, o niimero total de niveis é 1 + [lgm].



Altura

A altura de um né 7 é o maior comprimento
de um caminho de 7 a uma folha.

Em outras palavras, a altura de um né 7 é
o maior comprimento de uma sequéncia da forma

(filho(7), filho(£ilho(%)), filho(filho(£ilho(7))), . ..
onde filho(7) vale 2i ou 2i + 1.

Os nés que tém altura zero s3o as folhas.



Altura

A altura de um né 7 é o maior comprimento
de um caminho de 7 a uma folha.

Em outras palavras, a altura de um né 7 é
o maior comprimento de uma sequéncia da forma

(filho(7), filho(£ilho(%)), filho(filho(£ilho(7))), . ..

onde filho(7) vale 2i ou 2i + 1.
Os nés que tém altura zero s3o as folhas.

A altura de um né i é [lg(m/7)].



Resumao

filho esquerdo de : 21

filho direito de u: 2141
pai de i: |1/2]
nivel da raiz: 0

nivel de i: g ]
altura da raiz: |lgm]|
altura da arvore: |lgm|
altura de : |1g(m/7) ]
altura de uma folha: 0

total de nés de alturah < [m/2F1]



Heaps

Um vetor a[l..m] é um max-heap se
ali/2] > a[i]

para todo?=2,3,...,m.

De forma mais geral, a[j..m] é um max-heap se
ali/2] > ali]

para todo ¢ = 2j,2j + 1,43,...,43 + 3,
83,...,8]+7,...

Neste caso também diremos que

a subarvore com raiz j é um max-heap.



max-heap

51
2 3
46 17
4 5 6
34 41 15
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
51146|17(34141115]14]123|30(21]10]12

nivel



Funcao basica de manipulacao de max-heap

1 nivel
13 o _____ 0
2 3
46 1wy ____. 1
4 5 6 7
34 41 15 14|_-9
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12 o __ 3
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12
1346|1734 411514 23]30][21 | 10|12




Funcao basica de manipulacao de max-heap

1

46
2 3
13 17
4 5 6
34 41 15
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12
46 11317134141 (151141 23|30]21 10|12

nivel



Funcao basica de manipulacao de max-heap

1 nivel
46| .. 0
2 3
41 I 1
4 5 6 7
34 13 15 4|_ 9
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12 o __ 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 (a1 1713411315 (14]23|30]21|10]12




Funcao basica de manipulacao de max-heap

1 nivel
a6 0
2 3
41 I 1
4 5 6 7
34 21 15 14|_-9
8 9 10 11 12
23 30 13 10 12 o __ 3
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12
46 1411713421115 141 23]30]13 | 10|12




Funcao basica de manipulacao de max-heap

1 nivel
46 0
2 3
41 17| ____. 1
4 5 6 7
34 21 15 14(_ 9
8 9 10 11 12
23 30 13 10 12 o __ 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 14111713421 (15141 23|30|13 | 10|12




Funcdo sink

O coracdo de qualquer algoritmo que

manipule um max-heap é uma funcao que
recebe um vetor arbitrario h[l..m] e um indice p
e faz h[p] “descer” para sua posicdo correta.



Funcdo sink

Rearranja o vetor h[l..m] de modo que o
“subvetor” cuja raiz € p seja um max-heap.

static void sink (int p, int m, int *h) {
1 int £ = 2x%p, x;

2 while (f <= m) {

3 if (f < m && h[f] < h[f+1]) f++;

4 if (h[p] >= h[f]) break;

5 x = hlpl; hip]l = h(f]; h[f] = x;

6 p=1£f; £f = 2x%p;



Funcdo sink

Supoe que os "subvetores" cujas
raizes sao filhos de p ja sdo max-heap.

static void sink (int p, int m, int *h) {
1 int £ = 2xp, x;

2 while (f <= m) {

3 if (f < m && h[f] < h[f+1]) f++;

4 if (h[p] >= h[f]) break;

5 x = hlpl; hip] = h(f]; h[f] = x;

6 p=1£f; £f = 2x%p;



Funcdo sink

Implementacao um pouco melhor pois em vez
de trocas faz apenas deslocamentos (linha 5).

static void sink (int p, int m, int *h) {
1 int f = 2*%p, x = hlp];
2 while (f <= m) {
3 if (f < m && h[f] < h[f+1]) f++;
4 if (x >= h[f]) break;
5 h[p] = h[f];
6 p=1; f=2*p;
+
7  hlpl = x;
+



Consumo de tempo

linha todas as execucdes da linha

1

1+ 1lgm
lgm
lgm
lgm
lgm

1

oA WN
VAN VAN VAN VAR VAN

total

IA

34+ 5lgm = O(lgm)



Conclusao

O consumo de tempo da funcdo sink é
proporcional a lgm.

O consumo de tempo da funcdo sink é O(lgm).

Verdade seja dita . ..

O consumo de tempo da funcdo sink é
proporcional a O(lg(m/p)).




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 41 1
4 5 6 7
17 15 10 46|_ 92
8 9 10 11 12
23 12 41 30 21| o ___ 3

1411334 17]115]10 46| 23|12 (41| 30|21




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 41 1
4 5 6 7
17 15 10 46|_ 92
8 9 10 11 12
23 12 41 30 20 3

1411334171510 46| 23|12 (41| 30|21




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 41 1
4 5 6 7
17 15 21 46|_ 92
8 9 10 11 12
23 12 41 30 10 o __ 3

14113341715 (21 |146]|23[12]41 30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 41 1
4 5 6 7
17 15 21 46|_ 92
8 9 10 11 12
23 12 41 30 10 oo __ 3

141133417 |15(21 46| 23[12]41 30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 41 1
4 5 6 7
17 41 21 46|_ 92
8 9 10 11 12
23 12 15 30 10 oo __ 3

14113341741 (21 146|23[12]15]30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 41 1
4 5 6 7
17 41 21 46|_ 92
8 9 10 11 12
23 12 15 30 10 oo __ 3

14113341741 (21 146]|23[12]15]30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
7] 0
2 3
13 4| 1
4 5 6 7
23 41 21 46| _ 9
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10 oo __ 3

14113]34 23|41 (21 |46|17{12]15]30]10




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 41 1
4 5 6 7
23 41 21 46|_ 92
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10 oo __ 3

14113]34 23|41 |21 46| 17{12]15]30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 461 ___ . 1
4 5 6 7
23 41 21 34(_ 92
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10 oo __ 3

1411314623 |41 (21 |34|17{12]15]30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
1 0
2 3
13 461  ____. 1
4 5 6 7
23 41 21 34(_ 9
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10 oo __ 3

14113146 |23 |41 (21 |34|17{12]15]30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
1 0
2 3
41 461  ____. 1
4 5 6 7
23 13 21 34(_ 9
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10 oo __ 3

1414114623 |13 (21 34| 17{12]15] 30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
1 0
2 3
41 461  ____. 1
4 5 6 7
23 30 21 34(_ 9
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10 oo __ 3

14 1411461233021 34| 171215 13|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
1 0
2 3
41 6 ____. 1
4 5 6 7
23 30 21 34(_ 9
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10 oo __ 3

1414114612330 (21 |34|17{12]15] 13|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
46 o ____ 0
2 3
41 ul 1
4 5 6 7
23 30 21 34(_ 92
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10 oo __ 3

46 141114123130 (2134|1712 ]15] 13|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
46 o ____ 0
2 3
41 41 1
4 5 6 7
23 30 21 14|_-9
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10 oo __ 3

46 141134123130 (2114|1712 ]15] 13|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
46 0
2 3
41 4 ____. 1
4 5 6 7
23 30 21 14(_ 9
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10| o ______ 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 141134123130 (2114|1712 ]15] 13|10




Construcao de um max-heap

Recebe um vetor a[l..n] e
rearranja a para que seja max—heap.

1  for (int p = n/2; /*A*x/ p >= 1; p--)
2 sink(p, n, a);

Relacdo invariante:

(i0) em /*Ax/ vale que
p+1,...,n sdo raizes de max-heaps.



Consumo de tempo

Analise grosseira: consumo de tempo €

; x lgn = O(nlgn).

Verdade seja dita ...

Analise mais cuidadosa: consumo de tempo é O(n).



Conclusao

O consumo de tempo para
construir um max-heap é O(nlgn).

Verdade seja dita ...

O consumo de tempo para
construir um max-heap é O(n).




Altura das subarvores

4 <«—— height of tree

3 3

. / height of subtree .

2 2 2 2

() [ (7 @,

1 1 1 1 1 1 1 1
(o Q) o 0
0/ \O
OOO0O0OO0O0OO0O OOOOOOOO

Fonte: algs4


https://algs4.cs.princeton.edu/24pq/

Algumas séries

Para todo ndmero real x com |x| < 1,

temos que X0 x' = .



Algumas séries

Para todo ndmero real x com |x| < 1,
1

temos que >72)x" = .

Para todo nimero real x com |x| < 1, temos que

X

(=



Algumas séries

Para todo nGimero real x com x| < 1,
1

temos que >72)x" = .

Para todo nimero real x com |x| < 1, temos que

X

2= Ay

Prova:
Zixizzxi+§:xi+-~-+2xi+---
i=1 i=1 i=2 i=k
X x2 K
:1_X+1_X_|_...+1_X+...
1—x (1—x)%
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