Geometria Computacional

Aula 17
Fecho convexo

Sec 7.4 do FP (JAI 2009), exceto pela sec 7.4.6.



Combinacdo convexa

P: cole¢do de pontos do plano, dada por X[1..n|, Y[1..n].
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Fecho convexo de P:
conjunto de combinacdes convexas de pontos de P, ou seja,
conv(P) := {a1(X[1]. Y[1]) + - -- + an(X[n]. Y[n]) :
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Fecho convexo

Fecho convexo de P:
conjunto de combinacdes convexas de pontos de P, ou seja,
conv(P) := {a1(X[1]. Y[1]) + - -- + an(X[n]. Y[n]) :
a1+ Fa,=1eq; >0(i=1,...,n)}

Problema: Dada uma colecdo P de pontos do plano,
determinar o fecho convexo de P.



Pontos extremos

Ponto (x, y) de P é extremo se ndo é
combinagdo convexa de pontos de P\ {(x,y)}.
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Pontos extremos

Ponto (x, y) de P é extremo se ndo é
combinagdo convexa de pontos de P\ {(x,y)}.

Pontos extremos de conv(P) sdo pontos extremos de P.

Hipétese simplificadora:
a colecdo n3o contém trés pontos colineares.



Representacdo do fecho convexo

Representacdo do fecho convexo: vetor H[1..h] com
indices dos pontos extremos na ordem em que aparecem
na fronteira do fecho convexo (sentido anti-horario).
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Representacdo do fecho convexo

Representacdo do fecho convexo: vetor H[1..h] com
indices dos pontos extremos na ordem em que aparecem
na fronteira do fecho convexo (sentido anti-horario).

(3,4)
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Os pontos de indice 2, 4, 5, 7 e 8 s30 extremos.




Predicados geométricos

Esquerda((x1,y1), (x2, y2), (x3, y3)) = verdade
Direita((xl,yl), (Xg,yg), (X3,y3)) = falso

(X2, Y2)
[
(x3,3)

(Xl,)/1)



Predicados geométricos

Esquerda((xlvyl)) (Xz,)/2), (X37y3)) = falso
Direita((x1, y1), (x2, ¥2), (x3, y3)) = verdade

(X2, Y2)
[

(x3,3)

(Xl,)/1)
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Abreviaturas

Colegdo X|[1..n|, Y[1..n| de pontos.
Esq(X, Y,i,j, k) = Esquerda™® ((X[i], Y[i]), (X[j], YIi1), (X[], Y[k]))

Em pseudocédigo:
Esq(X,Y,i,j, k)
1 devolva Esquerda™ ((X[], Y[i]), (X[j], Y1), (X[K], Y[K]))

Similarmente
Dir(X, Y, i,j, k) = Direita™ (X[i], Y[i]), (X[i], YLil), (X[k], Y[K]))

Em pseudocédigo:
Dir(X, Y, i,j, k)
1 devolva Direita® ((X[i], Y[i]), (X[j], Y1), (X[k], Y[K]))



Embrulho de presente

Ideia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o préximo no sentido anti-horario.
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Dir(X,Y,5,7,j) = falso para j =1,...,8
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Ideia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o préximo no sentido anti-horario.
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Dir(X,Y,5,7,j) = falso para j =1,...,8
Dir(X,Y,7,2,j) = falso para j =1,...,8




Embrulho de presente

Ideia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o préximo no sentido anti-horario.
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Dir(X,Y,5,7,j) = falso para j =1,...,8
Dir(X,Y,7,2,j) = falso para j =1,...,8
Dir(X,Y,2,8,j) = falso para j =1,...,8



Embrulho de presente

Ideia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o préximo no sentido anti-horario.



Embrulho de presente

Ideia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o préximo no sentido anti-horario.

Embrulho(X, Y, n)

1 h<0

2 H[O] <= min{ie[l..n]: X[[] < X[j],1 <j<n} > sentinela
3 repita

4 [+ (H[h] mod n) 4+ 1 > qualquer ponto distinto de H[h]

5 para j < 1 até n faca

6 se Dir(X, Y, H[hl|,i,j) entdo i < j

7 h<—h+1

8 Hh] < i

9 até que i = H[0] > fechou o poligono

10 devolva (H, h)



Embrulho de presente

Ideia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o préximo no sentido anti-horario.

Embrulho(X, Y, n)

1 h<0

2 H[O] <= min{ie[l..n]: X[[] < X[j],1 <j<n} > sentinela
3 repita

4 [+ (H[h] mod n) 4+ 1 > qualquer ponto distinto de H[h]

5 para j < 1 até n faca

6 se Dir(X, Y, H[hl|,i,j) entdo i < j

7 h<—h+1

8 Hh] < i

9 até que i = H[0] > fechou o poligono

10 devolva (H, h)

Consumo de tempo: ©(nh),
onde h & o nimero de pontos no fecho convexo.



Algoritmo de Graham

Ideia: primeiro fazemos uma “ordenacdo angular” dos pontos em
torno do ponto de menor coordenada Y.



Algoritmo de Graham

Ideia: primeiro fazemos uma “ordenacdo angular” dos pontos em
torno do ponto de menor coordenada Y.
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Pré-processamento do Graham

Ordena-G(X, Y, n)

1 k«—min{ie[l..n:Y[]<Y[],1<j<n}

2 (X[1], Y[1]) < (XK, Y[K])
3 MergeSort-G(X, Y, 2, n)
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Pré-processamento do Graham

Ordena-G(X, Y, n)
1 k«—min{ie[l..n:Y[]<Y[],1<j<n}
2 (X[1], Y[1]) < (XK, Y[K])
3 MergeSort-G(X, Y, 2, n)
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Dir(X,Y,1,j,i) diz
se o ponto (X[i], Y[i]) & “menor” ou ndo que (X[j], Y[j])-
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mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.
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Apds pré-processamento: examinar um ponto apds o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.
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Algoritmo de Graham

Apés pré-processamento: examinar um ponto apés o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Graham(X, Y, n)
1 Ordena-G(X,Y,n)

2 H[l]+1 H2«2 HB«3 he3
3 para k < 4 até n faca

4 j<h

5 enquanto Dir(X, Y, H[/—1], H|/], k) faca
6 i1

7 h«j+1 H[hl«+ k

8 devolva (H, h)



Algoritmo de Graham

Apés pré-processamento: examinar um ponto apés o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Graham(X, Y, n)
1 Ordena-G(X,Y,n)

2 H[l]+1 H2«2 HB«3 he3
3 para k < 4 até n faca

4 j<h

5 enquanto Dir(X, Y, H[/—1], H|/], k) faca
6 j+—j—1

7 h«j+1 H[hl«+ k
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Pré-processamento: ©(nlg n)



Algoritmo de Graham

Apés pré-processamento: examinar um ponto apés o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Graham(X, Y, n)
1 Ordena-G(X,Y,n)

2 H[l]+1 H2«2 HB«3 he3
3 para k < 4 até n faca

4 j<h

5 enquanto Dir(X, Y, H[/—1], H|/], k) faca
6 j+—j—1

7 h«j+1 H[hl«+ k

e}

devolva (H, h)

Consumo de tempo:
Pré-processamento: ©(nlg n)
Restante: ©(n).



Algoritmo de Graham

3 para k < 4 até n faca

4 Jj<h

5 enquanto Dir(X, Y, H[/—1], H|/], k) fa¢a
6 j+—j—1

7 h«j+1 Hhl« k



Algoritmo de Graham

3 para k < 4 até n faca
4 Jj<h
5 enquanto Dir(X, Y, H[/—1], H|/], k) fa¢a
6 jej—1
7 h«j+1 Hhl« k
3
; | Dir(X, Y,5,6,7) = verdade
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Algoritmo de Graham

3 para k < 4 até n faca
4 Jj<h
5 enquanto Dir(X, Y, H[/—1], H|/], k) fa¢a
6 j—j—1
7 h«j+1 Hhl« k
3 Dir(X,Y,3,5,7) = verdade
7
U 5 H{1[2[3[8]
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Algoritmo de Graham

3 para k < 4 até n faca
4 Jj<h
5 enquanto Dir(X, Y, H[/—1], H|/], k) fa¢a
6 j+—j—1
7 h«j+1 Hhl« k
L "3 Dir(X, Y,2,3,7) = falso
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Algoritmo de Graham

3 para k < 4 até n faca

4 Jj<h

5 enquanto Dir(X, Y, H[/—1], H|/], k) fa¢a
6 j+—j—1

7 h«j+1 Hhl« k

Esq(X, Y,3,2,7) = falso

H
1 2 3 4




Algoritmo de Graham

3 para k < 4 até n faca

4 Jj<h

5 enquanto Dir(X, Y, H[/—1], H|/], k) fa¢a
6 j+—j—1

7 h«j+1 Hhl« k

Esq(X, Y,3,2,7) = falso

H
1 2 3 4

H[1.. h] funciona como uma pilha.



Um algoritmo incremental

Ideia: examinar um a um os pontos da colecio,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.



Um algoritmo incremental

Ideia: examinar um a um os pontos da colecio,

mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comegamos com os trés primeiros pontos.
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Um algoritmo incremental

Ideia: examinar um a um os pontos da colecio,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comegamos com os trés primeiros pontos.
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O quarto ponto, (—2,—1), pertence ao fecho corrente?



Um algoritmo incremental

Ideia: examinar um a um os pontos da colecio,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comegamos com os trés primeiros pontos.
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O quarto ponto, (—2,—1), pertence ao fecho corrente? N3o.



Um algoritmo incremental

Ideia: examinar um a um os pontos da colecio,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comegamos com os trés primeiros pontos.
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Atualizamos o fecho para incluir o ponto (—2, —1).




Um algoritmo incremental

Préximas iteragdes...

O quinto ponto, (1, —2), pertence ao fecho corrente? N3o.



Um algoritmo incremental

Préximas iteragdes...

O quinto ponto, (1, —2), pertence ao fecho corrente? N3o.
O sexto ponto, (2,2), pertence ao fecho corrente? Sim.



Um algoritmo incremental

Préximas iteragdes...
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O sétimo ponto, (4,2), pertence ao fecho corrente? N3o.




Um algoritmo incremental

Préximas iteragdes...
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O sétimo ponto, (4,2), pertence ao fecho corrente? N3o.
Atualizamos o fecho para incluir o ponto (4,2).




Um algoritmo incremental

Ideia: examinar um a um os pontos da colecio,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.



Um algoritmo incremental

Ideia: examinar um a um os pontos da colecio,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Incremental(X, Y, n)
1 se Esq(X,VY,1,2,3)
2 entdo H[1]«-1 H[2]«+2 H[3]+3 h+3
3 sendo H[1]+1 H[2]+3 H[3]+2 h<+3
4 para k < 4 até n faca
5 se ndo Pertence(H, h, X, Y, X[k], Y[k])
6 entdo (H, h) < InserePonto(H, h, X, Y k)
7 devolva (H, h)



Um algoritmo incremental

Ideia: examinar um a um os pontos da colecio,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Incremental(X, Y, n)
1 se Esq(X,VY,1,2,3)
2 entdo H[1]«-1 H[2]«+2 H[3]+3 h+3
3 sendo H[1]+1 H[2]+3 H[3]+2 h<+3
4 para k < 4 até n faca
5 se ndo Pertence(H, h, X, Y, X[k], Y[k])
6 entdo (H, h) < InserePonto(H, h, X, Y k)
7 devolva (H, h)

Pertence(H, h, X, Y, x,y): devolve verdade se o ponto (x,y) esta
no fecho convexo, descrito por H[1.. h], da colegdo
X[1..k], Y[L..k] de pontos, falso caso contrario.



Um algoritmo incremental

Ideia: examinar um a um os pontos da colecio,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Incremental(X, Y, n)
1 se Esq(X,VY,1,2,3)
2 entdo H[1]«-1 H[2]«+2 H[3]+3 h+3
3 sendo H[1]+1 H[2]+3 H[3]+2 h<+3
4 para k < 4 até n faca
5 se ndo Pertence(H, h, X, Y, X[k], Y[k])
6 entdo (H, h) < InserePonto(H, h, X, Y k)
7 devolva (H, h)

Pertence(H, h, X, Y, x,y): devolve verdade se o ponto (x,y) esta
no fecho convexo, descrito por H[1.. h], da colegdo
X[1..k], Y[L..k] de pontos, falso caso contrario.

Consumo de tempo: no pior caso, O(h).



Um algoritmo incremental

Ideia: examinar um a um os pontos da colecio,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Incremental(X, Y, n)
1 se Esq(X,VY,1,2,3)
2 entdo H[1]«-1 H[2]«+2 H[3]+3 h+3
3 sendo H[1]+1 H[2]+3 H[3]+2 h<+3
4 para k < 4 até n faca
5 se ndo Pertence(H, h, X, Y, X[k], Y[k])
6 entdo (H, h) < InserePonto(H, h, X, Y k)
7 devolva (H, h)

InserePonto(H, h, X, Y, k): recebe o fecho convexo H[1..h] da
colecdo X[1..k—1], Y[1..k—1] de pontos e devolve o fecho
convexo da cole¢do X[1..k], Y[1..k].



Um algoritmo incremental

Ideia: examinar um a um os pontos da colecio,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Incremental(X, Y, n)
1 se Esq(X,VY,1,2,3)
2 entdo H[1]«-1 H[2]«+2 H[3]+3 h+3
3 sendo H[1]+1 H[2]+3 H[3]+2 h<+3
4 para k < 4 até n faca
5 se ndo Pertence(H, h, X, Y, X[k], Y[k])
6 entdo (H, h) < InserePonto(H, h, X, Y k)
7 devolva (H, h)

InserePonto(H, h, X, Y, k): recebe o fecho convexo H[1..h] da
colecdo X[1..k—1], Y[1..k—1] de pontos e devolve o fecho
convexo da cole¢do X[1..k], Y[1..k].

Consumo de tempo: no pior caso, O(h).



Um algoritmo incremental

Ideia: examinar um a um os pontos da colecio,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Incremental(X, Y, n)
1 se Esq(X,VY,1,2,3)
2 entdo H[1]«-1 H[2]«+2 H[3]+3 h+3
3 sendo H[1]+1 H[2]+3 H[3]+2 h<+3
4 para k < 4 até n faca
5 se ndo Pertence(H, h, X, Y, X[k], Y[k])
6 entdo (H, h) < InserePonto(H, h, X, Y k)
7 devolva (H, h)

Invariante do para da linha 4:
H[1..h] & fecho convexo da colegdo X[1..k—1], Y[1.. k—1].



Um algoritmo incremental

Ideia: examinar um a um os pontos da colecio,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Incremental(X, Y, n)
1 se Esq(X,VY,1,2,3)
2 entdo H[1]«-1 H[2]«+2 H[3]+3 h+3
3 sendo H[1]+1 H[2]+3 H[3]+2 h<+3
4 para k < 4 até n faca
5 se ndo Pertence(H, h, X, Y, X[k], Y[k])
6 entdo (H, h) < InserePonto(H, h, X, Y k)
7 devolva (H, h)

Invariante do para da linha 4:
H[1..h] & fecho convexo da colegdo X[1..k—1], Y[1.. k—1].

Consumo de tempo: no pior caso, ©(n?), pois h < n.



Pertence

Pertence(H, h, X, Y, x,y)

H[h+1] < H[1] © sentinela

2 para i< 1 até hfaca

3 se Direita(X[H[/], Y[H[/], X[H[i+1]], Y[H[i+1]], x, )
4

5

[y

ent3o devolva falso
devolva verdade



Pertence

Pertence(H, h, X, Y, x,y)

H[h+1] < H[1] © sentinela

2 para i< 1 até hfaca

3 se Direita(X[H[/], Y[H[/], X[H[i+1]], Y[H[i+1]], x, )
4 ent3o devolva falso

5 devolva verdade
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Pertence(H, 4, X, Y,2,2) = verdade
Pertence(H, 4, X, Y, 4,2) = falso



Insere Ponto

O InserePonto tem que encontrar os pontos 2 e 5 acima.

Que caracteristicas estes pontos tém?



Insere Ponto

O InserePonto tem que encontrar os pontos 2 e 5 acima.
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Insere Ponto

O InserePonto tem que encontrar os pontos 2 e 5 acima.
Que caracteristicas estes pontos tém?

Cada uma das arestas incidentes a eles deixa o ponto 7
de um lado diferente: uma a esquerda, a outra a direita.

A fronteira do fecho atualizado consiste
num dos trechos de 2 e 5 junto com o 7.

No algoritmo a frente, H[i] = 2 e H[j] =5 na linha 9.



Insere Ponto

InserePonto(H, h, X, Y, k)
1 H[0] + H[h] H[h+1] + H[1] > sentinelas

2 i+1
3 enquanto Esq(X, Y, H[i—1], H[i], k) = Esq(X, Y, H[i], H[i+1], k) faca
4 i+ i+1
5 j<+«i+1
6 enquanto Esq(X, Y, H[j—1], H[j], k) = Esq(X, Y, H[j], H[j+1], k) faca
7 j+—j+1
8 se Esq(X, Y, H[i—1], H[i], k) entdo i <> j
9 t+1
10 enquanto i # j faca
11 Flt]«< H[]] t«+t+1 i<+ (imodh)+1

12 F[t]« H[i] t«t+1 Ft]«+ k
13 devolva (F,t)



Casos degenerados

Como tratar os casos degenerados nos trés algoritmos acima?



