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Combinacao convexa

. N

: colecao de pontos do plano, dada por X|1..n|,Y[1..n].



Combinacao convexa

-

P: colecao de pontos do plano, dada por X|[1..n|,Y[1..n].

-

Combinacao convexa de pontos de P: soma da forma
ay(X[1],Y[1]) 4+ - + an(X[n], Y[n]),

comao,;, >0,parat=1,...,n,e a1 +---+ a,=1.



Combinacao convexa

. N

Combinacao convexa de pontos de P: soma da forma

: colecao de pontos do plano, dada por X|1..n|,Y[1..n].

ar(X[1,Y[1]) + -+ + an(X[n],Y(n]),
comao,;, >0,parat=1,...,n,e a1 +---+ a,=1.

Fecho convexo de P: conjunto de combinagoes convexas
de pontos de P, ou seja,
conv(P) :={a (X [1],Y[1]) + - + an(X[n],Y|n]) :
ar+--+a,=1,eq;>200=1,...,n)}.
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Combinacao convexa
fP

Combinacao convexa de pontos de P: soma da forma

-

: colecao de pontos do plano, dada por X|1..n|,Y[1..n].

ar(X[1,Y[1]) + -+ + an(X[n],Y(n]),
comao,;, >0,parat=1,...,n,e a1 +---+ a,=1.

Fecho convexo de P: conjunto de combinagoes convexas
de pontos de P, ou seja,
conv(P) :={a (X [1],Y[1]) + - + an(X[n],Y|n]) :
ar+--+a,=1,eq;>200=1,...,n)}.

Problema: Dada uma colecao P de pontos do plano,
\_determinar o fecho convexo de P. J

GeoComp 2014 — p. 2/2?22



Quickhull
B

fIdeia: descartar pontos que estao no interior do fecho
convexo e concentrar o trabalho nos pontos que estao
proximos da fronteira.
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Quickhull
B

fIdeia: descartar pontos que estao no interior do fecho
convexo e concentrar o trabalho nos pontos que estao
proximos da fronteira.

Monta colecOes da esquerda e da direita
e aplica recursao nelas. J
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Como dividir a colecao?

fC

omecamos com dois extremos consecutivos do fecho.




Como dividir a colecao?

. N

omecamos com dois extremos consecutivos do fecho.

Entao precisamos encontrar o extremo marrom
e dividir em trés a colecao de pontos.
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Como encontrar o ponto marrom?

-

fO extremo marrom € o ponto mais distante da colecao em
relacao a reta que passa pelos dois extremos iniciais.
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Como encontrar o ponto marrom?

-

fO extremo marrom € o ponto mais distante da colecao em
relacao a reta que passa pelos dois extremos iniciais.

Como sao as areas dos varios triangulos?
LQual tem a maior area? J
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Como encontrar o ponto marrom?

-

fO extremo marrom € o ponto mais distante da colecao em
relacao a reta que passa pelos dois extremos iniciais.

Como sao as areas dos varios triangulos?

Qual tem a maior area?
LO triangulo com terceira ponta mais distante! J
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O ponto marrom

~ X[p..r],Y[p..r]: colegdo com > 3 pontos em posigao geral. |



O ponto marrom

~ X[p..r],Y[p..r]: colegdo com > 3 pontos em posigao geral. |

A funcao abaixo devolve a area do triangulo cujos extremos
sS40 0s pontos de indices i, j e k.

AREA (X.Y 4,7, k)
1 devolva |DET(X[i|, YV[il, XIj1. V[, X[k, VK] /2
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O ponto marrom

~ X[p..r],Y[p..r]: colegdo com > 3 pontos em posigao geral. |

A funcao abaixo devolve a area do triangulo cujos extremos
sS40 0s pontos de indices i, j e k.

AREA (X.Y 4,7, k)
1 devolva |DET(X[i|, YV[il, XIj1. V[, X[k, VK] /2

Recebe X[p..r],Y[p..r| e, usando AREA, devolve o indice
de um ponto extremo da colecgao distinto de p e r.

PONTOEXTREMO (X,Y,p,r)
1 g+ p+1 maior < AREA(X7 Y,p,7,q)
2 parai< p+2atéer—1facga
3 se AREA(X,Y,p, r,1) > maior
4 entao g <1t maior AREA(X, Y.p, 7, q)

L 5 devolva g J

GeoComp 2014 — p. 6/2?2



PONTOEXTREMO(X,Y,1,9) =7

|
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PONTOEXTREMO(X,Y,1,9) =7

Exercicio: Mostre que o algoritmo de fato devolve o indice
de um ponto extremo da colegao X(p..r],Y[p..r|.
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PONTOEXTREMO(X,Y,1,9) =7

Exercicio: Mostre que o algoritmo de fato devolve o indice
de um ponto extremo da colegao X(p..r],Y[p..r|.

Consumo de tempo de PONTOEXTREMO (X, Y, p,r):
©(n),onden :=r —p+ 1.

|
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Particionamento

fPARTlClONE (X,Y,p,r): T

Recebe colegao X|p..r],Y[p..r] de pontos em posi¢cao
geral, com pelo menos trés pontos, tal que os pontos de
indice p e » sao extremos consecutivos na fronteira do

fecho convexo da colecao no sentido anti-horario.

. |
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Particionamento
fPARTlClONE (X,Y,p,r): T

Recebe colegao X|p..r],Y[p..r] de pontos em posi¢cao
geral, com pelo menos trés pontos, tal que os pontos de
indice p e » sao extremos consecutivos na fronteira do
fecho convexo da colecao no sentido anti-horario.

Rearranja X[p..r],Y[p..rJedevolve p/, qtqp <p' <g<re

() o ponto de indice » permanece na mesma posicao,
enquanto que o ponto de indice p foi para a posicao p/,

(ii) o ponto de indice ¢ € extremo,

(i) X[p..p'—1],Y][p..p'—1] € uma colecao de pontos
interiores ao fecho convexo de X|p..r],Y[p..r|,

L(iv) J
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Particionamento

. N

Rearranja X[p..r],Y[p..r] edevolve p/, qtqp <p' <qg<re

ARTICIONE (X,Y,p,7):

(i) o ponto de indice » permanece na mesma posicao,
enguanto que o ponto de indice p foi para a posicao p/,

(ii) o ponto de indice ¢ € extremo,

(i) X[p..p —1],Y[p..p —1] € uma colecao de pontos
interiores ao fecho convexo de X|p..r],Y[p..r|,

(iv) X[p/+1..¢—1],Y[p'+1..9q—1] é a colecao dos pontos
que estao a esquerda da reta orientada determinada
por (X[p'], Y[p']) e (X[q], Y]q]),

(v) X[g+1..r—1],Y[g+1..7—1] € a colecao dos pontos que
estao a esquerda da reta orientada determinada por

C (X[a) Y e (X[ YD), B
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Particionamento

f L2 3 PARTICIONE(X, Y, 1,9) T

Encontra o ponto extremo indicado por g.

. |
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Particionamento

f L2 3 PARTICIONE(X, Y, 1,9) T

Py
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Encontra o ponto extremo indicado por g.
Coloca esse ponto na posicao p-+1.
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Particionamento

f L2 3 PARTICIONE(X,Y, 1,9) T

ey
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Encontra o ponto extremo indicado por g.
Coloca esse ponto na posicao p-+1.

Invariante:
Xlg..r],Yl]q..r]: pontos vermelhos examinados

Xp..q— 1] Y[p'..q—1]: pontos verdes examinados
LX_/@H . p/=1],Y[k+1..p —1]: pontos interiores examinadosJ
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Particionamento

f L2 3 PARTICIONE(X, Y, 1,9) T
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Invariante:

Xlg..r],Yl]q..r]: pontos vermelhos examinados

Xp' . .q—1],Y[p" .. q—1]: pontos verdes examinados
X[k+1..p'—1],Y[k+1..p'—1]: pontos interiores examinados
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Particionamento

f L2 3 PARTICIONE(X,Y, 1,9) T

ey
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) DO
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W | =
=~ W
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>~ |
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| |
—_ DN
DN [ DN |

Invariante:
Xlg..r],Yl]q..r]: pontos vermelhos examinados

Xp' . .q—1],Y[p" .. q—1]: pontos verdes examinados
X[k+1..p'—1],Y[k+1..p'—1]: pontos interiores examinados

Para k «+ r—1 até p+1
L cologue o k-esimo ponto na parte apropriada. J
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Particionamento

6
?\1\ p p+l kor
- o 9
L2 / X | 211310 1|1~2]|2)4
Y 2|3 (4114 |1-1|2]2

p p q r
X\|2|1|2]0}2-1]3|1]|4
Ao final... Y |21 2113|442
1 2 3 4 5 6 7T 8 9
Invariante:
Xlg..r],Y|q..r|: pontos vermelhos examinados
LX .. q—1],Y[p' .. q—1]: pontos verdes examinados J
X[k+1..p'—1],Y[k+1..p'—1]: pontos interiores examinados

GeoComp 2014 — p. 12/?2?



Particione

ARTICIONE (X,Y,p,r)
1 ¢ < PONTOEXTREMO(X,Y,p, )
(X[p+1], Y[p+1]) « (XIq], Yq])

2

o N O Ornv.p&~ W

10
11
12
13
14

p—1r q<
para k < r —
se EsQ(X

.
1 decrescendo até p + 2 faca

Y, p,p+1, k) > verde?

entdo p' <—p' =1 (X[p',Y[p']) & (X[k|. Y[E])
sendo se EsQ(X,Y, p+1,r, k) > vermelho?

pp —1

entdo p' < p' -1 g« qg—1
(Xlq], Ylq]) < (XK, Y[E])
(X[E], YE]) < (X[p'], Y [P'])
q<—q—1

(Xlg], Ylq]) <> (X|p+1], Y [p+1])
se p' # g entao (X [p'],Y[p']) « (X[p+1], Y [p+1])

pp —1
devolva (p’, q)

(X', YIp']) < (X[p], Yip])

|
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Particione

ARTICIONE (X,Y,p, ) T
1 ¢+ PONTOEXTREMO(X,Y,p, )

2 (X[p+1],Y[p+1]) « (X|gl,Yg])
p—r g7
para k < r — 1 decrescendo até p + 2 faca
se EsQ(X,Y, p,p+1,k) > verde?
entdo p' < p' -1 (X[p',Y[p]) < (X[k], Y[E])
sendo se EsQ(X,Y, p+1,r,k) > vermelho?
entdo p' < p' -1 g« qg—1
: (X[q), Ylg]) ¢ (X[K], Y[H])
10 (XKL Y[E]) < (X[p'], Y[P'])
11 p/«p -1 qg+q—1
12 (Xlgl,Yq]) & (X[p+1],Yp+1])
13 sep # qentdo (X[p], Y[p]) « (X[p+1], Yp+1])
14 pep -1 (XPLYP]) < (X[, Y]

L15 devolva (p', q) J

Consumo de tempo: ©(n), onde n =r — p + 1.

o N O Ornv.p&~ W
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Quickhull

QUICKHULL (X,Y,n)

1

o

1
2
3
4
5
6
/
8
9
0

sen=1
entao h«+ 1 H[l]+ 1
senao k <« min{i € [1..n|: Y[
(X[1), Y 1)) (XTk], Y[k)
14— 2
para j < 3 até n faca
se DIR(X,Y,1,:,5) entao i < j
(X[n],Y[n]) < (X[i], Y[i])
(H,h) + QUICKHULLREC(X,Y,1,n)
devolva (H, h)

VA
=
=
vr—\
/\
<o
/\
S
H—J



Quickhull
o N

QUICKHULL (X,Y,n)
sen=1
entao h«+ 1 H[l]+ 1
senao k <« min{i € [1..n|: Y[
(X[1],Y[1)) ¢ (X[k], Y[k])
1 <— 2
para j < 3 até n faca
se DIR(X,Y,1,:,5) entao i < j
(X[n], Yn]) < (X1i], Y]i])
(H,h) + QUICKHULLREC(X,Y,1,n)
10 devolva (H,h)

VA
=
=
gr—\
/\
<o
/\
S
H—J

OO ~NOOTLRA~WDND =

Consumo de tempo: O(n) + T(n),
onden=r—p+1eT(n)e otempo consumido por
 QUICKHULLREC(X, Y, 1,n). |

GeoComp 2014 — p. 14/2??



Miolo recursivo do Quickhull

fQUICKHULLREC (X,Y,p,r) T
1 sep=r—1 > haexatamente dois pontos na colegéo
2 entao h+ 2 H[l|+r H]2]+»p
3 sendo (p', ¢) < PARTICIONE(X,Y, p,r)
4 (H,h) < QUICKHULLREC(X,Y, ¢, 1)
5 (H', 1) + QUICKHULLREC(X,Y,p . q)

> H < H - H removendo uma cépia do ¢
para i < 2 até i’ faca
h<+< h+1 HIh| <+ H'[i
devolva (H, h)

oo N O

. |
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Miolo recursivo do Quickhull

fQUICKHULLREC (X,Y,p,r) T
1 sep=r—1 > haexatamente dois pontos na colegéo
2 entao h+ 2 H[l|+r H]2]+»p
3 sendo (p', ¢) < PARTICIONE(X,Y, p,r)
4 (H,h) < QUICKHULLREC(X,Y, ¢, 1)
5 (H', 1) + QUICKHULLREC(X,Y,p . q)
> H < H - H removendo uma cépia do ¢
6 para i < 2 até i’ faca
/ h<+< h+1 HIh| <+ H'[i

8 devolva (H,h)

Consumo de tempo: T'(n) = T'(n1) + T (n2) + ©(n),
onden=r—p+1, ng=r—q+1len.=r—p +1.

. |
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Miolo recursivo do Quickhull

fQUICKHULLREC (X,Y,p,r) T
1 sep=r—1 > haexatamente dois pontos na colegéo
2 entao h+ 2 H[l|+r H]2]+»p
3 sendo (p', ¢) < PARTICIONE(X,Y, p,r)
4 (H,h) < QUICKHULLREC(X,Y, ¢, 1)
5 (H', 1) + QUICKHULLREC(X,Y,p . q)
> H < H - H removendo uma cépia do ¢
6 para i < 2 até i’ faca
/ h<+< h+1 HIh| <+ H'[i

8 devolva (H,h)

Consumo de tempo: T'(n) = T'(ny1) + T(n2) + O(n),
onden=r—p+1, ng=r—q+1len.=r—p +1.

Observe que ng + n. < n.
LCom isso, podemos mostrar que T'(n) = O(n?). J
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Casos degenerados

o N

Como tratar os casos degenerados nos
guatro algoritmos vistos para fecho convexo?

. |
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Casos degenerados

o N

Como tratar os casos degenerados nos
guatro algoritmos vistos para fecho convexo?

# embrulho de presente
#® Graham

# incremental

o quickhull

. |
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Fecho convexo: um resumo

f Algoritmo Consumo no pior caso
EMBRULHO O(nh)
INCREMENTAL O(n?)
GRAHAM O(nlgn)
QUICKHULL O(nh)
MERGEHULL O(nlgn)




Fecho convexo: um resumo

f Algoritmo Consumo no pior caso T
EMBRULHO O(nh)
INCREMENTAL O(n?)
GRAHAM O(nlgn)
QUICKHULL O(nh)
MERGEHULL O(nlgn)

Cota inferior para o fecho convexo:
nao existe algoritmo para encontrar o fecho convexo que no

pior caso consuma o(nlgh).
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Fecho convexo: um resumo

f Algoritmo Consumo no pior caso T
EMBRULHO O(nh)
INCREMENTAL O(n?)
GRAHAM O(nlgn)
QUICKHULL O(nh)
MERGEHULL O(nlgn)

Cota inferior para o fecho convexo:
nao existe algoritmo para encontrar o fecho convexo que no

pior caso consuma o(nlgh).

Na aula vimos uma reducao do problema da ordenacao
para o fecho convexo no plano que implica um resultado
Lum pouco mais fraco que este.
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