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Combinacao convexa

fP

. colecao de pontos do plano, dada por X|[1..n|,Y|1..n].
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Combinacao convexa de pontos de P: soma da forma

. colecao de pontos do plano, dada por X|[1..n|,Y|1..n].

ay(X[1],Y[1]) 4+ - -+ an(X[n], Y[n)),

comao; >0,paraz=1,....n,e a1 +---+ a,=1.
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Combinacao convexa
fP

Combinacao convexa de pontos de P: soma da forma

. colecao de pontos do plano, dada por X|[1..n|,Y|1..n].

ay(X[1],Y[1]) 4+ - -+ an(X[n], Y[n)),

comao; >0,paraz=1,....n,e a1 +---+ a,=1.
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Combinacao convexa
fP

Combinacao convexa de pontos de P: soma da forma

. colecao de pontos do plano, dada por X|[1..n|,Y|1..n].

ay(X[1],Y[1]) 4+ - -+ an(X[n], Y[n)),

comao; >0,paraz=1,....n,e a1 +---+ a,=1.
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Fecho convexo

fFecho convexo de P: conjunto de combinacoes convexas
de pontos de P, ou seja,
conv(P) :={a (X[1,Y[1]) + - + an(X|n],Yn|) :
ar+-+a,=1,€ea0; >20(t=1,...,n)}.
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Fecho convexo

fFecho convexo de P: conjunto de combinacoes convexas
de pontos de P, ou seja,
conv(P) :={a (X[1,Y[1]) + - + an(X|n],Yn|) :
ar+-+a,=1,€ea0; >20(t=1,...,n)}.

Problema: Dada uma colecao P de pontos do plano,
eterminar o fecho convexo de P.
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Pontos extremos

fPonto (x,y) de P € extremo se nao é combinagcao convexa
de pontos de P\ {(z,y)}.

Pontos extremos de conv(P) sao pontos extremos de P.
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Pontos extremos

fPonto (x,y) de P € extremo se nao é combinagcao convexa
de pontos de P\ {(z,y)}.

Pontos extremos de conv(P) sao pontos extremos de P.

Hipotese simplificadora: a colecao nao contém trés pontos
colineares.

GeoComp !



Representacao do fecho convexo

fRepresentag;éio do fecho convexo: vetor H|1..h|] com
indices dos pontos extremos na ordem em que aparecem
na fronteira do fecho convexo (sentido anti-horario).
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Representacao do fecho convexo

fRepresentag;éio do fecho convexo: vetor H|1..h|] com
indices dos pontos extremos na ordem em que aparecem
na fronteira do fecho convexo (sentido anti-horario).

LOS pontos de indice 2, 4, 5, 7 e 8 sao extremos.

GeoComp !



Predicados geométricos

-

ESQUERDA((x1,y1), (x2,y2), (3,y3)) = VERDADE
DIREITA((1,y1), (z2,¥y2), (z3,y3)) = FALSO

(22, y2)
@
(3, y3)

(21, 1)
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Predicados geométricos

-

ESQUERDA((x1,¥1), (x2,42), (x3,y3)) = FALSO
DlRElTA((xl,yl), (QIZ‘Q, yz), (1‘3, yg)) — VERDADE

(z2,y2)
@

(3, y3)

(21, 1)

GeoComp !



Abreviaturas

fColegéo X[1..n],Y[1..n|] de pontos.
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ESQ(X,Y,i,j, k)
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Abreviaturas
fColegéo X[1..n],Y[1..n] de pontos.

EsQ(X,Y,i,j, k) =
ESQUERDA((X[i], Y[i]), (X[j], Y[j]), (X[k], Y[k]))

Em pseudocddigo:

ESQ(X,Y,i,j, k)
1 devolva ESQUERDA((X[i], Y[i]), (X[5], Y[4]), (X[&], Y [K]))

Similarmente
DIR(X,Y,,7,k) =
DIREITA((X[:], Y [i]), (X[5], Y]], (X[K], Y[K]))

DIR(X,Y,,7, k)
1 devolva DIREITA((X]i], Y[i]), (X[5], Y[j]), (X[k], Y [K]))

GeoComp !



Embrulho de presente

fIdeia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o proximo no sentido anti-horario.



Embrulho de presente

fIdeia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o proximo no sentido anti-horario.
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DIR(X,Y,5,7,7) = FALSO paraj=1,...,8
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Embrulho de presente

fIdeia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o proximo no sentido anti-horario.
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DIR(X,Y,5,7,7) = FALSO paraj=1,...,8
DIR(X,Y,7,2,j) =FALSOparaj=1,...,8
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Embrulho de presente

fIdeia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o proximo no sentido anti-horario.

DIR(X,Y,5,7,7) =FALSO paraj=1,...,8
DIR(X,Y,7,2,5) =FALSO paraj=1,...,8
LDIR(X, Y,2,8,7) =FALSO paraj=1,...,8

GeoComp !



Embrulho de presente

fIdeia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o proximo no sentido anti-horario.



Embrulho de presente

fIdeia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o proximo no sentido anti-horario.

EMBRULHO(X, Y, n)

1 h<+0

2 H0|+ min{ze|l..n]: X[i]] < X[j],1<j57<n} > senti
3 repita

4 i < (H|h]modn) +1 > qualquer ponto distinto de H|
5 para j + 1 até n faca

6 se DIR(X,Y, H|h],i,j) entao i « j

/ h < h+1

8 H|h] <1

9 atéequei= H|0]  fechou o poligono

0 devolva (H,h)

.
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Embrulho de presente

EMBRULHO(X,Y, n)

A

-

QUOWOONOOILAAWN =

h <0
H|0] « min{s € [1..n] : X[i] < X[j],1 <j <n}
repita
i < (H|h]modh)+1 > qualquer ponto distinto de H|i
para j < 1 até n faca
se DIR(X,Y, H|h],i,j) entao i < j
h<h+1
H|h] <1
ate que i = H[0] > fechou o poligono
devolva (H, h)

GeoComp 2!



Embrulho de presente

-

EMBRULHO(X,Y, n)
1 h<0
2 H{0]+ min{ze|l..n]: X|7] < X|j],1<j<n}
3 repita
4 i < (H|h]modh)+1 > qualquer ponto distinto de H|i
5 para j < 1 até n faca
6 se DIR(X,Y, H|h],i,j) entao i < j
/ h<h+1
8 H|h] <1
9 atequei= H|0] > fechou o poligono
10 devolva (H,h)

Consumo de tempo: ©(nh),
onde h € 0 numero de pontos no fecho convexo.

GeoComp 2!



Algoritmo de Graham

fldeia: primeiro fazemos uma “ordenacao angular’ dos
pontos em torno do ponto de menor coordenada Y.

GeoComp 2!



Algoritmo de Graham

fldeia: primeiro fazemos uma “ordenacao angular” dos

pontos em torno do ponto de menor coordenada Y.
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Pré-processamento do Graham

~ ORDENA-G(X, Y, n)

1 k+min{ie[l..n]:Y][i|<Y[j],1 <j<n}
2 (X1}, Y[1]) ¢ (X[k], Y[E])

3 MERGESORT-G(X,Y,2,n)

ooooooooo



Pré-processamento do Graham

~ ORDENA-G(X, Y, n)
1 k+min{ie[l..n]:Y][i|<Y[j],1 <j<n}
2 (X[1],Y[1]) < (X[k], Y[k])
3 MERGESORT-G(X,Y,2,n)

DIR(X,Y,1,,i) diz
Lse 0 ponto (X|i],Y]i]) € “menor” ou nao que (X|j], Y[j]).

ooooooooo



Algoritmo de Graham

prés pré-processamento: examinar um ponto apos 0 outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.
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Algoritmo de Graham

prés pré-processamento: examinar um ponto apos o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comecamos com os trés primeiros pontos.

o I
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Algoritmo de Graham

prés pré-processamento: examinar um ponto apos o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comecamos com os trés primeiros pontos.
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Algoritmo de Graham

prés pré-processamento: examinar um ponto apos 0 outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

7 7
[ o

Se Se

H| 1]2|3|4 H| 1]2|3|5
1 2 3 4 1 2 3 4
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Algoritmo de Graham

prés pré-processamento: examinar um ponto apos 0 outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

o Il
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Algoritmo de Graham

prés pré-processamento: examinar um ponto apos 0 outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

GRAHAM(X,Y, n)
1 ORDENA-G(X,Y,n)
2 H[l]+1 H[2]+2 H[B3]+3 h+3
3 parak «+ 4 até n faca

4 j<h

3} enquanto DIR(X,Y, H[j—1|, H[j], k) faca
6 7+7—1

/ h<j+1 H[hl+Ek

8 devolva (H, h)
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Algoritmo de Graham

prés pré-processamento: examinar um ponto apos 0 outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

GRAHAM(X,Y, n)

1 ORDENA-G(X,Y,n)

2 H[l|«<1 H]2/«<2 H3+<3 h<+3
3 parak «+ 4 até n faca

4 j<h

3} enquanto DIR(X,Y, H[j—1|, H[j], k) faca
6 77 —1

/ h<j+1 H[hl+Ek

8 devolva (H,h)

Consumo de tempo:
L Pre-processamento: O(nlgn)
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Algoritmo de Graham

prés pré-processamento: examinar um ponto apos o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

GRAHAM(X,Y, n)

1 ORDENA-G(X,Y,n)

2 H[l|«<1 H]2/«<2 H3+<3 h<+3
3 parak «+ 4 até n faca

4 j<h

3} enquanto DIR(X,Y, H[j—1|, H[j], k) faca
6 77 —1

/ h<j+1 H[hl+Ek

8 devolva (H,h)

Consumo de tempo:
Pre-processamento: O(nlgn)
 Restante: O(n).

GeoComp 2!
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NO O~ W

Algoritmo de Graham

para k < 4 até n faca
j <4 h
enquanto DIR(X,Y, H|j—1|, H|j], k) faca
Jg—1
h<j7+1 Hhl+Fk

eoComp 2!



Algoritmo de Graham

fB para k « 4 até n faga
4 j+<h
3} enquanto DIR(X,Y, H|j—1|, H|j], k) faca
6 je—ij—1
7 h<j+1 Hhl+k
| 3 DIR(X,Y,5,6,7) = VERDADE
7 1
| 2
\;5 H|1[2|3]|5]F§
N %6 1 2 3 4 5

GeoComp 2!



Algoritmo de Graham

f 3 parak < 4 até n faca
4 j<h
3} enquanto DIR(X,Y, H|j—1|, H|j], k) faca
6 74+7—1
7/

h<j7+1 Hhl+Fk

3 DIR(X,Y,3,5,7) = VERDADE

\‘/ U(
N
p—t
N
o
I
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Algoritmo de Graham

f 3 parak < 4 até n faca
4 j<h
3} enquanto DIR(X,Y, H|j—1|, H|j], k) faca
6 714+7—1
7 h<j+1 Hh«k
* 3 DIR(X,Y,2,3,7) = FALSO
\ 2 2 H|{1]2]3
N Ge 1 2 3
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Algoritmo de Graham

f para k < 4 até n faca
j <4 h
enquanto DIR(X,Y, H|j—1|, H|j], k) faca
Jg—1
h<j7+1 Hhl+Fk

NO O~ W

3 EsQ(X,Y,3,2,7) = FALSO

GeoComp 2!



Algoritmo de Graham

f 3 parak < 4 até n faca
4 j<h
3} enquanto DIR(X,Y, H|j—1|, H|j], k) faca
6 74+7—1
7/

h<j7+1 Hhl+Fk

3 Esa(X,Y,3,2,7) = FALSO

LH[l .. h] funciona como uma pilha.

GeoComp 2!



Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colegao,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colegao,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comegamos com 0s trés primeiros pontos.

de
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colegao,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comegamos com 0s trés primeiros pontos.

de

- e

LO quarto ponto, (—2, —1), pertence ao fecho corrente?
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colegao,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comegamos com 0s trés primeiros pontos.

>
—_
Y
)
e
—_
)
N
-)

4o
)

LO quarto ponto, (—2, —1), pertence ao fecho corrente? Nao.

GeoComp 2!



Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colegao,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comegamos com 0s trés primeiros pontos.

LAtuaIizamos o fecho para incluir o ponto (-2, —1).

GeoComp 2!



Um algoritmo incremental

fP

roximas iteracoes...

O quinto ponto, (1, —2), pertence ao fecho corrente? Nao.

o
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Um algoritmo incremental

fP

roximas iteracoes...

O quinto ponto, (1, —2), pertence ao fecho corrente? Nao.
LO sexto ponto, (2, 2), pertence ao fecho corrente? Sim.

GeoComp 2!



Um algoritmo incremental

fP

roximas iteracoes...

O setimo ponto, (4, 2), pertence ao fecho corrente? Nao.

o
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Um algoritmo incremental

fP

roximas iteracoes...

O setimo ponto, (4, 2), pertence ao fecho corrente? Nao.
Atualizamos o fecho para incluir o ponto (4, 2).

o

GeoComp 2!



Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colegao,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

GeoComp 2!



Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colegao,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

INCREMENTAL(X,Y,n)
1 se EsqQ(X,Y,1,2,3)
2 entao H[1|«+ 1 H]2|]+2 HJ3|+3 h<+3
3 senao H[l]«+ 1 H[2|+3 H3]+2 h<+3
4 parak < 4 até n faca
5 se nao PERTENCE(H, h, X, Y, X k|, Y[k])
6 entao (H,h) «+ INSEREPONTO(H, h, X, Y, k)
/ devolva (H,h)

GeoComp 2!



Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colegao,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

INCREMENTAL(X,Y,n)
1 se EsqQ(X,Y,1,2,3)
2 entao H[1|«+ 1 H]2|]+2 HJ3|+3 h<+3
3 senao H[l]«+ 1 H[2|+3 H3]+2 h<+3
4 parak < 4 até n faca
5 se nao PERTENCE(H, h, X, Y, X k|, Y[k])
6 entao (H,h) «+ INSEREPONTO(H, h, X, Y, k)
/ devolva (H,h)

PERTENCE(H, h, X, Y, x,y): devolve VERDADE se 0 ponto
(x,y) esta no fecho convexo, descrito por H|[1..h|, da
colegao X|[1..k],Y[1l..k| de pontos, FALSO caso contrario.

o
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colegao,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

INCREMENTAL(X,Y,n)
1 se EsqQ(X,Y,1,2,3)
2 entao H[1|«+ 1 H]2|]+2 HJ3|+3 h<+3
3 senao H[l]«+ 1 H[2|+3 H3]+2 h<+3
4 parak < 4 até n faca
5 se nao PERTENCE(H, h, X, Y, X k|, Y[k])
6 entao (H,h) «+ INSEREPONTO(H, h, X, Y, k)
/ devolva (H,h)

PERTENCE(H, h, X, Y, x,y): devolve VERDADE se 0 ponto

(x,y) esta no fecho convexo, descrito por H|1..h|, da

colecao X|[1..%|,Y[1..k] de pontos, FALSO caso contrario.
~ Consumo de tempo: no pior caso, O(h).

GeoComp 2!



Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colegao,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

INCREMENTAL(X,Y,n)
1 se EsqQ(X,Y,1,2,3)
2 entao H[1|«+ 1 H]2|]+2 HJ3|+3 h<+3
3 senao H[l]«+ 1 H[2|+3 H3]+2 h<+3
4 parak < 4 até n faca
5 se nao PERTENCE(H, h, X, Y, X k|, Y[k])
6 entao (H,h) «+ INSEREPONTO(H, h, X, Y, k)
/ devolva (H,h)

INSEREPONTO(H, h, X, Y, k): recebe o fecho convexo
H|1..h| da colecao X|[1..k—1],Y|[1..k—1] de pontos e
devolve o fecho convexo da colegcao X|[1..k],Y|1..k|.

o

GeoComp 2!



Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colegao,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

INCREMENTAL(X,Y,n)
1 se EsqQ(X,Y,1,2,3)
2 entao H[1|«+ 1 H]2|]+2 HJ3|+3 h<+3
3 senao H[l]«+ 1 H[2|+3 H3]+2 h<+3
4 parak < 4 até n faca
5 se nao PERTENCE(H, h, X, Y, X k|, Y[k])
6 entao (H,h) «+ INSEREPONTO(H, h, X, Y, k)
/ devolva (H,h)

INSEREPONTO(H, h, X, Y, k): recebe o fecho convexo

H|1..h| da colecao X|[1..k—1],Y|[1..k—1] de pontos e

devolve o fecho convexo da colegao X|[1..k],Y[1..k].
~ Consumo de tempo: no pior caso, O(h).

GeoComp 2!



Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colegao,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

INCREMENTAL(X,Y,n)
1 se EsqQ(X,Y,1,2,3)
2 entao H[1|«+ 1 H]2|]+2 HJ3|+3 h<+3
3 senao H[l]«+ 1 H[2|+3 H3]+2 h<+3
4 parak < 4 até n faca
5 se nao PERTENCE(H, h, X, Y, X k|, Y[k])
6 entao (H,h) < INSEREPONTO(H, h, X, Y k)
/ devolva (H,h)

Invariante do para da linha 4:
H[1..h] € o fecho convexo da colegao X|[1..k],Y[1..k].

o
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colegao,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

INCREMENTAL(X,Y,n)
1 se EsqQ(X,Y,1,2,3)
2 entao H[1|«+ 1 H]2|]+2 HJ3|+3 h<+3
3 senao H[l]«+ 1 H[2|+3 H3]+2 h<+3
4 parak < 4 até n faca
5 se nao PERTENCE(H, h, X, Y, X k|, Y[k])
6 entao (H,h) < INSEREPONTO(H, h, X, Y k)
/ devolva (H,h)

Invariante do para da linha 4:
H[1..h] € o fecho convexo da colegao X|[1..k],Y[1..k].

LConsumo de tempo: no pior caso, O(n?), pois h < n.

GeoComp 2!



Pertence

fPERTENCE(H, h, X,Y,2,y)
1 H[h+1] < H[1] > sentinela
2 parai <« 1 até h faca
3 se DIREITA(X [H|:]|, Y [H[i]], X |H [i+1]], Y[H[i+1]], 2,1
4 entao devolva FALSO
5 devolva VERDADE
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Pertence

fPERTENCE(H, h, X,Y,2,y)
1 H[h+1] < H[1] > sentinela
2 parai <« 1 até h faca
3 se DIREITA(X [H|:]|, Y [H[i]], X |H [i+1]], Y[H[i+1]], 2,1
4 entao devolva FALSO
5 devolva VERDADE
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PERTENCE(H,4, X,Y,2,2) = VERDADE
LPERTENCE(H,KL,X, Y,4,2) = FALSO
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Insere Ponto

O INSEREPONTO tem que encontrar os pontos 2 e 5 acima.
Que caracteristicas estes pontos tém?

o
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Insere Ponto

O INSEREPONTO tem que encontrar os pontos 2 e 5 acima.
Que caracteristicas estes pontos tém?

Cada uma das arestas incidentes a eles deixa o ponto 7 de
um lado diferente: uma a esquerda, a outra a direita.

o
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Insere Ponto

O INSEREPONTO tem que encontrar os pontos 2 e 5 acima.
Que caracteristicas estes pontos tém?

Cada uma das arestas incidentes a eles deixa o ponto 7 de
um lado diferente: uma a esquerda, a outra a direita.

A fronteira do fecho atualizado consiste
num dos trechos de 2 e 5 jJunto com o 7.

o algoritmo a frente, H[i] = 2 e H[j] = 5 nalinha 9.
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Insere Ponto

mSEREPONTO(H,h,X, Y, k)
1 H|0| <+ H|h] H|h+1] < H[1] © sentinelas
2 1+ 1
3 enquanto EsQ(X,Y, H[i—1], H|i|, k) = EsQ(X,Y, H[i], H[i+1], k)
4 141+ 1
D7« 1+1
6 enquanto EsQ(X,Y, H|j—1], H|j|, k) = EsQ(X,Y, H|j], H|j+1], k
/ j<gJ+1
8 se ESQ(X,Y, H[i—1], H[i],k) entao i <> j
9t«1
10 enquanto i # j faca
11 Flt] < H[i] t«+t+1 i<+ (imodh)+1
12 Flt|]« H|i] t<«t+1 Ft]<+k
\LS devolva (Ft)
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