o N

Geometria Computacional

Cristina G. Fernandes
Departamento de Ciéncia da Computacao do IME-USP
http://www.ime.usp.br/ cris/

segundo semestre de 2018

o |

GeoComp 2018 —p. 1/30



Algoritmo de Hertel e Mehlhorn

Problema: Dado P, determinar uma particdo de P por diagonais,
em um namero minimo de partes convexas.



Algoritmo de Hertel e Mehlhorn

Problema: Dado P, determinar uma particdo de P por diagonais,
em um ndmero minimo de partes convexas.

Seja ®* o nimero minimo de diagonais que
resulta em uma particdo convexa de P.



Algoritmo de Hertel e Mehlhorn

Problema: Dado P, determinar uma particdo de P por diagonais,
em um ndmero minimo de partes convexas.

Seja ®* o nimero minimo de diagonais que
resulta em uma particdo convexa de P.

Algoritmo de aproximacdo: produz uma particdo convexa de P
por diagonais com no maximo a®* diagonais, e consome tempo
polinomial.

Um tal algoritmo é chamado de a-aproximacao,
e « € sua razdo de aproximacio.



Algoritmo de Hertel e Mehlhorn

Problema: Dado P, determinar uma particdo de P por diagonais,
em um ndmero minimo de partes convexas.

Seja ®* o nimero minimo de diagonais que
resulta em uma particdo convexa de P.

Algoritmo de aproximacdo: produz uma particdo convexa de P
por diagonais com no maximo a®* diagonais, e consome tempo
polinomial.

Um tal algoritmo é chamado de a-aproximacao,
e « € sua razdo de aproximacio.

O algoritmo de Hertel e Mehlhorn produz uma particio de P por
diagonais, sempre com no maximo 4®* diagonais, ou seja, &€ uma
4-aproximacao.
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Particdo convexa 6tima

Greene apresentou o primeiro algoritmo que
encontra uma particdo convexa por diagonais 6tima.

Consumo de tempo: O(r?n?) = O(n*), onde n & o niimero de
vértices e r € o nimero
de vértices reflexos do poligono.

Posteriormente, Keil propds um outro algoritmo que
encontra uma particdo convexa por diagonais étima.

Consumo de tempo: O(r?nlgn).
Os dois algoritmos sdo de programacido dindmica.
Se a particdo é por segmentos, o problema fica mais complicado.

Ha um algoritmo de Chazelle que consome
tempo O(n+ r3) = O(n?) para este caso.
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P convexo

Algoritmo trivial:
verifique se g estd d esquerda de todas as arestas de P

Complexidade: linear
Algo mais rapido?

Varias queries:
pré-processamento linear e
queries usando busca binaria! \

Procure a fatia onde g esta. q

g estd a esquerda ou 3 direita
da aresta na fatia? | N
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E se P nio for convexo?

Os dois algoritmos anteriores funcionam para alguns poligonos ndo
CONVEXOS.

Quais?

Poligonos estrela
(star polygon)

P tem um ponto p que enxerga
todos os outros pontos de P.
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Poligonos arbitrarios

Problema: Dados P e g, decidir se g estd ou ndo em P.

Dois algoritmos lineares:

» namero de voltas (winding number)

» cruzamentos de um raio (ray crossings)

Angulo com sinal de ab em relacdo a g:

b b

0 >0 0 <0
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Winding number

Problema: Dados P e g, decidir se g estd ou ndo em P.

Calcule a soma dos dngulos com sinal
de cada aresta de 0P em relacdo a q.

Esse nimero é ou zero ou 27r.

Winding number: essa soma dividida por 27

Se o winding number é zero, g ndo esta em P.
Sendo q esta em P.
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Ray crossings

Problema: Dados P e g, decidir se g estd ou ndo em P.

R: raio horizontal saindo de g para x = +o0¢

Quantas vezes R cruza 0P7
Quantas arestas de P o raio R cruza?

4

/]

V.
A

= /\
>V

cruza 2 arestas

cruza 6 arestas

cruza 3 arestas

cruza 3 arestas

cruza 4 arestas

Se cruza um ndmero par de arestas, g nao esta em P.

Sendo g esta em P.
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Casos especiais

R: raio horizontal saindo de g para x = +o0¢

Quantas arestas de P o raio R cruza?

[ § cruza 7 arestas...
\/._L/ cruza 4 arestas...
/\ \ cruza quantas arestas??

®
® / / \ / cruza 5 arestas...

Considere cada aresta
fechada no extremo inferior e aberta no superior!

Cruza: um extremo estritamente acima, outro abaixo.



Primeira versdo do algoritmo

Suponha que g é a origem.

Em-Poligono-vO(P, n)

1 c+0

2 parai< 0até n—1 faca

3 Jj<(i+n—1)modn > vértice | — 1
4 se (P[i][Y] >0e P[j][Y] <0)

ou (P[j][Y] > 0e P[i][Y] <0)

entao x < (P[i|[X] x P[j][Y] — P[/][X] = P[i][Y])
/(PUILY]— Pli[Y]) © intersecdo c/ eixo x

se x >0

entagoc+ c+1
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entao devolva dentro
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9
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Primeira versdo do algoritmo

Suponha que g é a origem.

Em-Poligono-vO(P, n)

1 c+0

2 parai< 0até n—1 faca

3 Jj<(i+n—1)modn > vértice | — 1
4 se (P[i][Y] > 0e P[j][Y] <0)

ou (P[j][Y] > 0e P[i][Y] <0)

5 entdo x < (P[i][X] = P[J][Y] — P[1[X] * P[/][Y])
/(PUILY]— Pli[Y]) © intersecdo c/ eixo x
9 se x >0
{ entaoc <+ c+1
8 se c é impar
9 entao devolva dentro
10 sendo devolva fora

Nem sempre funciona quando g estd na fronteira de P...
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Pontos na fronteira
R: raio horizontal saindo de g para x = +o0¢

Quantas arestas de P o raio R cruza?

Vv

Erra em alguns pontos da fronteira,
concluindo que eles est3o fora de P...

cruza O arestas...

cruza 4 arestas...

cruza O arestas...

cruza 2 arestas...
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Agora considere ao contrario: que uma aresta é

fechada no extremo superior e aberta no inferior
e que R vai para x = —o0.

Pontos “em P'":
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Casos especiais

Primeira maneira:
acerta no interior das arestas da esquerda e de baixo.

Segunda maneira:
acerta no interior das arestas da direita e de cima.

Interpretando das duas maneiras,
acertamos a resposta no interior de todas as arestas!

Restam os vértices...

Quando g é um dos vértices de P,
a resposta pode ainda estar errada...

Faca um teste em separado
para ver se g ndo é um dos vértices de P.



Segunda versdo do algoritmo

Em-Poligono(P, n) > para facilitar, g é a origem
1 c<+0 d<+ 0
2 parai< 0até n—1 faca
3 se P[i][X] =0 e P[i][Y] = 0 entdo devolva vértice
4 Jj<(i+n—1)modn > vértice | — 1
5 teste. < (P[i][Y] > 0) # (P[j][Y] > 0)
6 testeq <— (P[/][Y] < 0) # (P[j][Y] < 0)
{ se teste. ou testey
3 entao x < interseccao com eixo x
9 se teste,ex >0entaoc+ c+1
10 se testey e x <0 entao d < d+1
11 se c e d tém paridade distinta
12 entao devolva em aresta
13 se c é impar
14 entao devolva dentro

15 sendo devolva fora



