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fIdeia: reduzir um problema estatico bidimensional T
a um problema dinamico unidimensional

Uma linha imaginaria move-se da esquerda para a direita.

e Eli] 0 7 10 16 18 22
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esqli] v F Vv FV F

cont 1 0 1 2 1 0

A medida que ela move,
0 problema restrito a esquerda dela é resolvido.

Informacao necessaria para estender a solucao parcial €
mantida numa descricao combinatoria da linha.

\_Muda apenas em posicoes chaves: os pontos eventos. J
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fldeia: Dois segmentos cuja projecao no eixo X sejam T

disjuntas nao se intersectam.
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fldeia: Dois segmentos cuja projecao no eixo X sejam T
disjuntas nao se intersectam.
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Se a projecao no eixo X de dois segmentos tem intersecao,
entao ha uma linha vertical que intersecta ambos.
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fldeia: Dois segmentos cuja projecao no eixo X sejam T
disjuntas nao se intersectam.

Imagine esta linha vertical varrendo o plano da esquerda
para a direita...
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fldeia: Dois segmentos cuja projecao no eixo X sejam T
disjuntas nao se intersectam.

Imagine esta linha vertical varrendo o plano da esquerda

para a direita...

Enquanto a linha varre o plano, mantemos os segmentos
Lintersectados por ela na descricao combinatéria da linha. J
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Descricao combinatoria da linha

-

A r < —3 0

- 4 —3<zr< -2 {3}
;////' —2<z<0  {2,3)
I 0<z<1  {2,3,4)

1<z<2 {2,3,4,6}
> 2<x<3 {2,3,4,5,6}

3<z<4 {2,4,5,6}
4<z<5 {4,5,6}
b<xr<6 {5,6}
6<xz<7  {1,5,6}
7T<x<8 {1,6}

8<x<9 {6}
9<«x 0 J
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Descricao combinatoria da linha

Alteracoes ocorrem

nos extremos dos segmentos.

o

r < —3
-3 << =2
—2<x<0
0<z<1
1 <x <2
2<x <3
3<z <4
4 <x<5Hh
b<x <6
6<z<7
T<z<8
g<x <9

9<x

@ N

{3}

12,3}
{2,3,4}
{2,3,4,6)
(2,3,4,5,6}
{2,4,5,6}
{4,5,6}
19,06}
{1,5,6}
1,6}

(6)
@ .
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Descricao combinatoria da linha

r < —3 0 T

—3<zr< -2 {3}

—2<x<0 {2,3}
0<zr<1 {2,3,4}
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Como guardar
um destes conjuntos?

Que operacgoes ele sofre?
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apenas entre segmentos
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Descricao combinatoria da linha

-

fO conjunto dos segmentos na linha sofre
Insercoes e remocoes.

Como a linha vai nos ajudar a detectar intersecao?

Ideia: testar intersecao
apenas entre segmentos
“vizinhos na linha”.

Para isso, mantemos 0s
segmentos na linha
ordenados.

. ‘ |
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Descricao combinatoria da linha

. N

s segmentos ficam na ordem em que intersectam a linha.

3<8<X1<2<7<5<6<9

\14:\
T
*—

2

SN |

s

Ao inserimos um segmento, testamos a intersecao dele
Lcom Seu predecessor e com Seu sucessor na ordem. J
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Descricao combinatoria da linha

. N

s segmentos ficam na ordem em que intersectam a linha.

3<8<1<2<7<5<6<9

i

Ao removermos um segmento, testamos a intersecao de
Lseu predecessor e com seu sucessor na ordem. J
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Algoritmo de Shamos e Hoey

co NN O Ot B W N = O

3

3 <2

4<3<2
4<3<2<6
1<5<3<2<6
4<5<2<6
4<5<6



Algoritmo de Shamos e Hoey
- A . .

-3 3
2 3<2
0 4<3<2
1 4<3<2<6
. 2 4<5<3<2<6

3 4<5<2<6
Alteracdes ocorrem R
nos extremos dos segmentos. .

6

7

3
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Algoritmo de Shamos e Hoey

-3 3
2 3<2
0 4<3<2
1 4<3<2=<6
. 2 4<5<3<2<6
3  4<5<2<6
Alteracdes ocorrem PooAeasl
nos extremos dos segmentos. Z
Estes sao |
0s pontos eventos. 7
8

LEncontrou uma intersecao! J
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Descricao combinatoria da linha
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Efetuaremos insercoes, remocoes, predecessor e sucessor
neste conjunto.

omo guardar esse conjunto ordenado?

Por isso, boas escolhas de EDs sao:
uma arvore de busca binaria balanceada (ABBB)
ou uma skip lists.
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Descricao combinatoria da linha

. N

omo guardar esse conjunto ordenado?

Efetuaremos insercoes, remocoes, predecessor e sucessor
neste conjunto.

Por isso, boas escolhas de EDs sao:
uma arvore de busca binaria balanceada (ABBB)
ou uma skip lists.

Numa ABBB,
custo de pior caso por operacao € O(lgm),
onde m é 0 numero de elementos armazenados.

Numa skip list,
Lcusto esperado por operacao € O(lgm). J
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- -

Entrada: colecao e[1..n|,d[1..n] de segmentos.

Saida: VERDADE se ha dois segmentos na colecao que se
intersectam, e FALSO caso contrario.
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- -

Entrada: colecao e[1..n|,d[1..n] de segmentos.

Saida: VERDADE se ha dois segmentos na colecao que se
intersectam, e FALSO caso contrario.

Hipotese simplificadora:
Nao ha dois pontos extremos com a mesma X -coordenada.

Em particular, nao ha segmentos verticais,
nem dois segmentos com extremos coincidentes.

. |
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Montagem da fila de eventos

" FILADEEVENTOS:
recebe e[1..n| e d[1..n] com extremos dos segmentos

tfroca e|i] por d|:] para todo : tal que ex|i| > dx|i]
(e[¢]: extremo esquerdo do segmento i e d|:] o direito)

devolve

E[1..2n]: pontos de e[l..n] e d[l..n]
ordenados pelas suas X-coordenadas

segm/|1..2n]:
segm/[p|: indice do segmento do qual Ep] € extremo

o
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Montagem da fila de eventos

" FILADEEVENTOS: o

recebe e[1..n| e d[1..n] com extremos dos segmentos

tfroca e|i] por d|:] para todo : tal que ex|i| > dx|i]
(e[¢]: extremo esquerdo do segmento i e d|:] o direito)

devolve

E[1..2n]: pontos de e[l..n] e d[l..n]
ordenados pelas suas X-coordenadas

segm/|1..2n]:
segm/[p|: indice do segmento do qual Ep] € extremo

esq|l..2n]:
esq[p]: VERDADE se E[p| é extremo esquerdo de segm|p]
L FALSO caso contrario. J
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Fila de eventos

segm | 3 |2 |4 (1213|5641 5| 1]6
esq |V|V|VI|IF | F|V |V |F |V | F|F/|F

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Processamento de ponto evento

fDois tipos: T

#® comeco de segmento: inclui o0 novo segmento na ABBB
e verifica intersecao com seus dois novos “vizinhos”.
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Processamento de ponto evento

fDois tipos: T

#® comeco de segmento: inclui o0 novo segmento na ABBB
e verifica intersecao com seus dois novos “vizinhos”.

# fim de segmento: remove o segmento da ABBB e
verifica intersecao entre seus dois ex-vizinhos.
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#® comeco de segmento: inclui o0 novo segmento na ABBB
e verifica intersecao com seus dois novos “vizinhos”.

# fim de segmento: remove o segmento da ABBB e
verifica intersecao entre seus dois ex-vizinhos.

Invariante: verificamos intersecao entre quaiquer dois
segmentos vizinhos na ABBB.
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Processamento de ponto evento

- N

ols tipos:

#® comeco de segmento: inclui o0 novo segmento na ABBB
e verifica intersecao com seus dois novos “vizinhos”.

# fim de segmento: remove o segmento da ABBB e
verifica intersecao entre seus dois ex-vizinhos.

Invariante: verificamos intersecao entre quaiquer dois
segmentos vizinhos na ABBB.

Correcao: se ha dois segmentos que se intersectam,
em algum momento, os dois serao vizinhos na ABBB.

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey
hNTERSEQAO-SH(e,d, n) T

1 (F, segm, esq) < FILADEEVENTOS (e, d, n)

2 GCRIE(T)

3 parap «+ 1 até 2n faca

4 i < segm|p]

5 pred + Predecessor(T, Ex[p], Ey[p])

6 suc <— SUCeSSOor (T, Ex|p|, Ey|[p])

7 se esq|p]

8 entao Insere(T,q)

9 se (pred # ~i. € INTER(e, d, i, pred))

Ou (suc # ~i. € INTER(e, d, 7, suc))

10 entao devolva VERDADE
11 sendao Remove(T, )
12 se pred # ~i. € suc # ~i. € INTER(e, d, pred, suc)

13 entao devolva VERDADE

LM devolva FALSO J
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Consumo de tempo

5 N

algoritmo executa 2n iteragoes.

Cada iteracao faz uma chamada a Predecessor,
uma a Sucessor, e uma a Insere ou a Remove.

Na ABBB, em qualquer momento, ha O(n) segmentos.

Assim, cada uma destas operacoes consome tempo
O(lgn).

As demais operacoOes efetuadas em uma iteracao
consomem tempo O(1) (mesmo as chamadas a INTER).

Logo o0 consumo de tempo por iteracao € O(lgn), e
0 algoritmo de Shamos e Hoey consome tempo O(nlgn).

. |
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Como evitar a hipotese simplificadora?

fPontos extremos com mesma z-coordenada: T

Se existir um segmento vertical,
deixe o extremo inferior no vetor e € 0 superior no vetor d.



Como evitar a hipotese simplificadora?

fPontos extremos com mesma z-coordenada: T

Se existir um segmento vertical,
deixe o extremo inferior no vetor e € 0 superior no vetor d.

Se houver extremos repetidos, ha intersecao.
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GeoComp 2014 — p. 3/2?22



Como evitar a hipotese simplificadora?

fPontos extremos com mesma z-coordenada: T

Se existir um segmento vertical,
deixe o extremo inferior no vetor e € 0 superior no vetor d.

Se houver extremos repetidos, ha intersecao.

Extremo esquerdo de um segmento:
® extremo cuja z-coordenada é menor.

# Caso 0 segmento seja vertical,
chame de esquerdo o extremo
com y-coordenada menor.

. |
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Como evitar a hipotese simplificadora?

fPontos extremos com mesma z-coordenada: T

Se existir um segmento vertical,
deixe o extremo inferior no vetor e € 0 superior no vetor d.

Se houver extremos repetidos, ha intersecao.

Extremo esquerdo de um segmento:
® extremo cuja z-coordenada é menor.

# Caso 0 segmento seja vertical,
chame de esquerdo o extremo
com y-coordenada menor.

O outro extremo é o direito.
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GeoComp 2014 — p. 3/2?22



Como evitar a hipotese simplificadora?

fPontos extremos com mesma z-coordenada: T

Se existir um segmento vertical,
deixe o extremo inferior no vetor e € 0 superior no vetor d.

Se houver extremos repetidos, ha intersecao.

Extremo esquerdo de um segmento:
® extremo cuja z-coordenada é menor.

# Caso 0 segmento seja vertical,
chame de esquerdo o extremo
com y-coordenada menor.

O outro extremo é o direito.

Extremos-Ordenados(n, S): ordena os extremos dos n
Lsegmentos em S e ja da a resposta se houver repeticao. J

GeoComp 2014 — p. 3/2?



Deteccao de intersecao

fDetecta-lntersegéo(n, S)

W= 0O

1

ONO O1 N

E + Extremos-Ordenados(n, S)
T+ 0 > ABBB ou skip list
para cada p € F faca

s < segmento(p)

pred <+ Predecessor(T), s) suc < Sucessor(T), s)

se p € extremo esquerdo de s
entao Insere(T), s)
se (pred # ~u. @ Intersecta(s, pred))
ou (suc # ~i € Intersecta(s, suc))
entao devolva VERDADE
senao Remove(T), s)

se pred € suc # ~u @ Intersecta(pred, suc)

entao devolva VERDADE
devolva FALSO

|
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Insercao em ABB rubro-negra

-

1

—h
OC WO NOOILA~WDN

11
12

L 13

INSIRAREC (T, z)

se /"=~

entao ¢ < NOVACELULA(x, xi, nin, RUBRO)
devolva ¢

se z < info(T) > Vamos alterar aqui!
entao csq(7T) « INSIRAREC(esq(T), z)
senao dir(T) < INSIRAREC(dir(T), x)

se RUBRO(dir(T)) @ NEGRO(esq(T))
entao 7' + GIREESQ(T)

se RUBRO(esq(T)) @ RUBRO(esq(esq(T)))
entao 7' < GIREDIR(T)

se RUBRO(esq(T)) e RUBRO(dir(T))
entao TROQUECORES(T)

devolva T

-

|
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Insercao em ABB rubro-negra

-

1

—h
OC WO NOOILA~WDN

11
12

L 13

INSIRAREC (T, e,d, 1)

-

se /] =
entao ¢ < NOVACELULA(%, ni, ni, RUBRO)
devolva ¢

se ESQUERDA (e[segmento(T)|, d|segmento(T)]), e|])
entao csq(7T) < INSIRAREC(esq(T), 1)
senao Jdir(T) < INSIRAREC(dir(T), 1)
se RUBRO(dir(T)) e NEGRO(esq(T))
entao 7' < GIREESQ(T)
se RUBRO(esq(T)) @ RUBRO(esq(esq(T)))
entao 7' < GIREDIR(T)
se RUBRO(esq(T)) e RUBRO(dir(T))
entao TROQUECORES(T)
devolva T
|
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Todas as intersecoes de segmentos

-

fProblema: Dada uma colecao de n segmentos no plano,
encontrar todos os pares de segmentos da colegcao que se
intersectam.



Todas as intersecoes de segmentos

fProblema: Dada uma colecao de n segmentos no plano, T
encontrar todos os pares de segmentos da colegcao que se
intersectam.

Vocé consegue projetar um algoritmo
gue consuma tempo O(nlgn) para este problema?
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Todas as intersecoes de segmentos

fProblema: Dada uma colecao de n segmentos no plano, T
encontrar todos os pares de segmentos da colegcao que se
intersectam.

Vocé consegue projetar um algoritmo
gue consuma tempo O(nlgn) para este problema?

No maximo, quantos pares teremos que imprimir?
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Todas as intersecoes de segmentos

fProblema: Dada uma colecao de n segmentos no plano, T
encontrar todos os pares de segmentos da colecao que se
iIntersectam.

Vocé consegue projetar um algoritmo
gue consuma tempo O(nlgn) para este problema?

No maximo, quantos pares teremos que imprimir?

Algoritmos sensiveis a saida (output sensitive).

. |
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Todas as intersecoes de segmentos

-

fProblema: Dada uma colecao de n segmentos no plano,
encontrar todos os pares de segmentos da colegao que se
iIntersectam.



Todas as intersecoes de segmentos

-

fProblema: Dada uma colecao de n segmentos no plano,
encontrar todos os pares de segmentos da colegao que se
iIntersectam.

Como adaptar o algoritmo de Shamos e Hoey?
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Todas as intersecoes de segmentos

-

fProblema: Dada uma colecao de n segmentos no plano,
encontrar todos os pares de segmentos da colegao que se
iIntersectam.

Como adaptar o algoritmo de Shamos e Hoey?
Novo tipo de ponto evento: as intersecoes.

Como trata-las?
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Todas as intersecoes de segmentos

-

fProblema: Dada uma colecao de n segmentos no plano,
encontrar todos os pares de segmentos da colegao que se
iIntersectam.
Como adaptar o algoritmo de Shamos e Hoey?

Novo tipo de ponto evento: as intersecoes.

Como trata-las?

Ao detectar cada uma, alem de imprimi-la,
a colocamos na fila de eventos (que € agora dinamica).
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Todas as intersecoes de segmentos

-

fProblema: Dada uma colecao de n segmentos no plano,
encontrar todos os pares de segmentos da colegao que se
iIntersectam.

Como adaptar o algoritmo de Shamos e Hoey?
Novo tipo de ponto evento: as intersecoes.

Como trata-las?

Ao detectar cada uma, alem de imprimi-la,
a colocamos na fila de eventos (que € agora dinamica).

Ao processar um ponto evento que € uma intersecao,
deve-se inverter a ordem dos segmentos que se
Lintersectam neste ponto. J
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Ponto evento: intersecao

Antes do ponto evento: 4 <1 <5 <6

Depois do ponto evento: 4 <1 <6 <5

. |
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