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Dentro ou fora?

-

fCandidata a diagonal Pli|P[j] esta no interior do poligono?
Esta no cone das arestas vizinhas do poligono?

NoCone(n, P, i, j)
1 wu+i—1(mod n)
2 w<+1+1(mod n)
3 se Esquerda(P[u], P[i], P[w]) > P[i] € convexo
4  entao devolva Esquerda™(PJi],

Esquerda*( 7],
5 senao devolva nao (Esquerda(PJi], P[j]

Esquerda(P|j], P
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Teste de diagonal

~ Quase uma diagonal... |

QuaseDiagonal(n, P, 1, 7)

1 parak«+ Oatén—1

2 (< k+1(mod n)

3 sek£i1ek£jel£iel+

4 entao se Intersecta(P[i|, P[j], P[k], P{])
5 entao devolva FALSO

6 devolva VERDADE

Diagonal de fato...

Diagonal(n, P, i, j)
1 devolva NoCone(n, P, i, j) @ QuaseDiagonal(n, P, 1, j)

LTempo de execugao: ©(n) J
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Intersecao de segmentos
~ Ponto ¢ esta no segmento ab o

Entre(a, b, )

1 se nao Colinear(a,b, c)

2 entao devolva FALSO

3 sealX]|#bX] > ab nao é vertical

4 entao devolva a[X]| < ¢[X]| < b[X] ou b[X]
5 senao devolva a[Y] < c[Y] < b]Y] ou b[Y]

Intersecao entre ab e cd

Intersecta(a, b, c,d)
1 se IntersectaProp(a,b,c,d)
2 entao devolva VERDADE
3 devolva Enire(a,b,c) ou Entre(a, b, d)
L ou Entre(c, d, a) ou Entre(c, d, b) J
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Orelhas de poligonos

. -

eorema (Meister’'s Two Ears Theorem): Todo poligono com
pelo menos 4 vértices possui pelo menos duas orelhas.
Segue do teorema abaixo.

Teorema 3: Seja P um poligono com pelo menos 4 vértices
e T uma triangulacao de P. Entao pelo menos dois
triangulos de T formam orelhas de P.

Prova: (Feita na aula.)

|
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Triangulacdo em O(n’): use orelhas!

fPontaDeOreIha(n, P,i)
1 j«< (i—1)mod n
2 k<+ (i+1)mod n
3 devolva Diagonal(n, P, j, k)

-



Triangulacdo em O(n’): use orelhas!

- N

ontaDeOrelha(n, P, 1)
1 j«< (i—1)mod n
2 k<+ (i+1)mod n
3 devolva Diagonal(n, P, j, k)

Triang-n3(n, P)
sen>3J
entao i < 0
enquanto nao PontaDeOrelha(n, P, i) faca
14— 1+ 1

imprima {(« —1)mod n, (¢ + 1) mod n}
m, P' + Remove(n, P, 1)
Triang-n3(m, P')

NO Ok~ WD =

GeoComp 2014 —p. 20



Triangulacdo em O(n’): use orelhas!

- N

ontaDeOrelha(n, P, )
1 j«< (i—1)mod n
2 k<+ (i+1)mod n
3 devolva Diagonal(n, P, j, k)

Triang-n3(n, P) > Sem recursao de cauda

1 enquanto n > 3

2 i < 0

3  enquanto nao PontaDeOrelha(n, P, ) faca
4 i1+ 1

5 imprima {(: — 1)mod n, (i + 1) mod n}

6 Pli.n—2«< Pi+1..n—1] >removeo:
/ n<+<n—1

. |
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Triangulacdo em O(n’): use orelhas!

- N

ontaDeOrelha(n, P, )
1 j«< (i—1)mod n
2 k<+ (i+1)mod n
3 devolva Diagonal(n, P, j, k)

Triang-n3(n, P) > Sem recursao de cauda

1 enquanto n > 3

2 i < 0

3  enquanto nao PontaDeOrelha(n, P, ) faca
4 i1+ 1

5 imprima {(: — 1)mod n, (i + 1) mod n}

6 Pli.n—2«< Pi+1..n—1] >removeo:
/ n<+<n—1

LPior caso: ©(n?) chamadas a Diagonal J
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Exemplo ruim




Triangulacdo em O(n?)

~ Triang-n2(n, P) o

1 Marcaorelha(p)

2 enquanto n > 3 faca

3 Vg — P

4 enquanto nao orelhalv;] faca

5 Vg — Prox|va)

6 V1 $— prev|vs]

7 v3 — prox|vs]

8 imprima {vert|vy], vert|vs]|}

9 prox|vi] < vs

10 prev|vs] < vy

11 P <+ v3

12 n<mn-—1

13 orelhalv,] + PontaDeOrelha(pP,v;)
14 orelhalvs] + PontaDeOrelha(P, vs)

|
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Triangulacdo em O(n?)

~ Triang-n2(n, P) o

1 Marcaorelha(p)

2 enquanto n > 3 faca

3 Vg — P

4 enquanto nao orelhalv;] faca

5 Vg — Prox|va)

6 V1 $— prev|vs]

7 v3 — prox|vs]

8 imprima {vert|vy], vert|vs]|}

9 prox|vi] < vs

10 prev|vs] < vy

11 P <+ v3

12 n<mn-—1

13 orelhalv,] + PontaDeOrelha(pP,v;)
14 orelhalvs] + PontaDeOrelha(P, vs)

LPior caso: O(n) chamadas a Diagonal. J
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Orelhas com listas ligadas

f PontaDeOrelha(P, v)
1w < prev|v]
2 w < prox|v]
3 devolva Diagonal(P, u, w)



Orelhas com listas ligadas

PontaDeOrelha(P, v)

1w < prev|v]

2 w < prox|v]

3 devolva Diagonal(P, u, w)

MarcaOrelha(P)
1 v« P
repita
u — prev|v]
w — prox|v]
orelha|v] < Diagonal(P, u, w)
U 4— W
até que v =P

NO OB WM
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Orelhas com listas ligadas

f PontaDeOrelha(P, v)
1w < prev|v]
2 w < prox|v]
3 devolva Diagonal(P, u, w)

MarcaOrelha(P)
1 v« P
repita
u — prev|v]
w — prox|v]
orelha|v] < Diagonal(P, u, w)
U 4— W
até que v =P

NO OB WM

LDiagonaI também teria que ser reescrita para listas Iigadas.J
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Intersecao de segmentos

-

fUma colecao de segmentos do plano é dada por dois
vetores ¢|1..n],d|1..n| de pontos.



Intersecao de segmentos

fUma colecao de segmentos do plano é dada por dois T
vetores ¢|1..n],d|1..n| de pontos.

. y 4

A coordenada do ponto e|i] € (ex|i], ey |i]).
A coordenada do ponto d[i| é (dx|i], dy|i]).



Intersecao de segmentos

fU

. y 4

ma colecao de segmentos do plano é dada por dois
vetores ¢|1..n],d|1..n| de pontos.

A coordenada do ponto e|i] € (ex|i], ey |i]).

. 7

A coordenada do ponto d|i]

e (dx 1], dyli]).

—2

-3

1

4

2

3

-

|
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Intersecao de segmentos

b

Intersectam.

€X

roblema: Dada uma colecao de segmentos no plano,
decidir se existem dois segmentos na colecao que se

—2

-3

1

4

|
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Intersecao de segmentos

b

Intersectam.

€X

roblema: Dada uma colecao de segmentos no plano,
decidir se existem dois segmentos na colecao que se

—2
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Intersecao de segmentos

b

Intersectam.

€X

€y

roblema: Dada uma colecao de segmentos no plano,
decidir se existem dois segmentos na colecao que se

—2

-3

1

4

Resposta: sim, existem dois segmentos com intersecao.

o

|
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Intersecao de dois segmentos

- N

Intersecao entre ab € cd

as aulas passadas...

Intersecta(a, b, ¢, d)
1 se IntersectaProp(a, b, ¢, d)
2 entao devolva VERDADE
3 devolva Entre(a, b, ¢) ou Entre(a, b, d)
ou Entre(c, d, a) ou Entre(c, d, )

. |
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Intersecao de dois segmentos

- N

Intersecao entre ab € cd

as aulas passadas...

Intersecta(a, b, ¢, d)
1 se IntersectaProp(a, b, ¢, d)
2 entao devolva VERDADE
3 devolva Entre(a, b, ¢) ou Entre(a, b, d)
ou Entre(c, d, a) ou Entre(c, d, )

Abreviatura:

INTER(e, d, 7, j)
1 devolva Intersecta(e[i], d[i], e[7], d[7])

. |
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Intersecao de segmentos

fSolug;e"lo quadratica: T

IntersectaQuad(e, d, n)
1 parai+ 1 até n—1 faca
para j < i+1 até n faca
se INTER (e, d, i, j)
entao devolva VERDADE

devolva FALSO

OB~ WwNd

. |
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Intersecao de segmentos

fSolug;e"lo quadratica: T

IntersectaQuad(e, d, n)
1 parai+ 1 até n—1 faca
para j < i+1 até n faca
se INTER (e, d, i, j)
entao devolva VERDADE

devolva FALSO

OB~ WwNd

Consumo de tempo: ©(n?).

. |
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Intersecao de segmentos

fS

IntersectaQuad(e, d, n)
1 parai+ 1 até n—1 faca
para j < i+1 até n faca
se INTER (e, d, i, j)
entao devolva VERDADE
devolva FALSO

olucao quadratica:

OB~ WwNd

Consumo de tempo: ©(n?).

Conseguimos fazer melhor que isso?

. |
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Intersecao de intervalos

fE

ste € 0 caso na reta.



Intersecao de intervalos
fE

Um segmento na reta &€ um intervalo.

ste € 0 caso na reta.



Intersecao de intervalos

fEste é 0 caso na reta.
Um segmento na reta &€ um intervalo.

Os vetores ex|[1..n| e dx[1..n] representam
os intervalos [ex[1]..dx][1]],...,[ex[n]..dx][n]].



Intersecao de intervalos
fEste € 0 caso na reta. T
Um segmento na reta &€ um intervalo.

Os vetores ex|[1..n| e dx[1..n] representam
os intervalos [ex[1]..dx][1]],...,[ex[n]..dx][n]].

Se ordenarmos o0s pontos extremos dos intervalos,

é facil decidir se ha intersecao ou nao,
percorrendo os pontos na ordem obtida.

. |
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Intersecao de intervalos

fE

Um segmento na reta &€ um intervalo.

ste € 0 caso na reta.

Os vetores ex|[1..n| e dx[1..n] representam
os intervalos [ex[1]..dx][1]],...,[ex[n]..dx][n]].

Se ordenarmos o0s pontos extremos dos intervalos,
é facil decidir se ha intersecao ou nao,
percorrendo os pontos na ordem obtida.

Basta contar quantos intervalos estao “abertos”.
Se houver mais do que um aberto num momento,
ha intersecao.

. |
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Intersecao de intervalos

fVARREDURA(e,d, n) T

1 parai: <« 1 atén faca > para cada intervalo marca

2 Et] < ex]i] esq|i] < VERDADE > extremo esquerdo
3 Eli +n] + dx|[t] esqli +n| < FALSO > extremo direito

4 MERGESORT(FE, esq,1,2n) > ordena os extremos

ex | 10| 0 | 18 o B[] 0 7 10 16 18 22
: @ @ @ @ L @
dx | 16| 7 | 22 esqlt] v F oV F vV
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Intersecao de intervalos

fVARREDURA(e,d, n) _\

1 parai<« 1 até n faca > para cada intervalo marca
Ei] < ex|i] esq|i] < VERDADE > extremo esquerdo
E|i + n] «+ dx|i] esqli +n| < FALSO > extremo direito

MERGESORT(FE, esq, 1,2n) > ordena os extremos

cont <— 0  resp <— FALSO

para p < 1 até 2n faca > para cada ponto extremo
se esq|p] > se extremo esquerdo

entao cont < cont+1
se cont = 2 entao resp + VERDADE
Senao cont < cont—1
devolva resp

10| 0] 18 ome Kl

16| 7 | 22 esq|1] F
1 2 3 \
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Intersecao de intervalos

fVARREDURA(e,d, n) _\

1 parai<« 1 até n faca > para cada intervalo marca
Ei] < ex|i] esq|i] < VERDADE > extremo esquerdo
E|i + n] «+ dx|i] esqli +n| < FALSO > extremo direito

MERGESORT(FE, esq, 1,2n) > ordena os extremos

cont <— 0  resp <— FALSO

para p < 1 até 2n faca > para cada ponto extremo
se esq|p] > se extremo esquerdo

entao cont < cont+1
se cont = 2 entao resp + VERDADE
senao cont < cont—1

devolva resp

10| 0 |18 oW El] 0

16| 7 | 22 esqli| v
cont 1

1 2 3 \
VARREDURA(ex,dx,3) = FALSO
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Intersecao de intervalos

fVARREDURA(e,d, n) _\

1

O OWOoONOOILAM~WDMN

AA

ST
<™

T

para i < 1 até n faca > para cada intervalo marca
Ei] < ex|i] esq|i] < VERDADE > extremo esquerdo
E|i + n] «+ dx|i] esqli +n| < FALSO > extremo direito
MERGESORT(FE, esq, 1,2n) > ordena os extremos
cont <— 0  resp <— FALSO
para p < 1 até 2n faca > para cada ponto extremo
se esq|p] > se extremo esquerdo
entao cont < cont+1
se cont = 2 entao resp + VERDADE
Senao cont < cont—1
devolva resp

10] 0 |16 e B[] 0 7 10 1618 22
N @ @
18] 7 | 22 esqli] v F oV FV F

1 2 3 \
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Intersecao de intervalos

fVARREDURA(e,d, n) _\

1

O OWOoONOOILAM~WDMN

AA

ST
<™

T

para i < 1 até n faca > para cada intervalo marca
Ei] < ex|i] esq|i] < VERDADE > extremo esquerdo
E|i + n] «+ dx|i] esqli +n| < FALSO > extremo direito
MERGESORT(FE, esq, 1,2n) > ordena os extremos
cont <— 0  resp <— FALSO
para p < 1 até 2n faca > para cada ponto extremo
se esq|p] > se extremo esquerdo
entao cont < cont+1
se cont = 2 entao resp + VERDADE
senao cont < cont—1
devolva resp

10| 0 |16 o Eli] o 7 10 16 18 22
N L @

18] 7 | 22 esqlt] v F oV FV F
cont 1 0

1 2 1 0
1 2 3 \
VARREDURA(ex,dx,3) = VERDADE
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Intersecao de intervalos

fVARREDURA(e,d, n) _\

1 parai<« 1 até n faca > para cada intervalo marca

2 Ei] < ex|i] esq|i] < VERDADE > extremo esquerdo
3 E|i + n] «+ dx|i] esqli +n| < FALSO > extremo direito
4 MERGESORT(FE, esq,1,2n) > ordena os extremos

5 cont <+ 0 resp < FALSO

6 parap <« 1 até 2n faca > para cada ponto extremo

7/ se esqlp] > se extremo esquerdo

8 entao cont < cont+1

9 se cont = 2 entao resp + VERDADE

0 senao cont < cont—1

1 devolva resp

Consumo de tempo: O(nlgn).

| |
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Método da linha de varredura

- N

deia: reduzir um problema estatico bidimensional
a um problema dinamico unidimensional



Método da linha de varredura

fIdeia: reduzir um problema estatico bidimensional T
a um problema dinamico unidimensional

Uma linha imaginaria move-se da esquerda para a direita.

e Eli] 0 7 10 16 18 22
N L L

esqli| v F Vv FV F

cont 1 0 1 2 1 0

. |
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Método da linha de varredura

fIdeia: reduzir um problema estatico bidimensional T
a um problema dinamico unidimensional

Uma linha imaginaria move-se da esquerda para a direita.

e Eli] 0 7 10 16 18 22
N L L

esqli] v F Vv FV F

cont 1 0 1 2 1 0

A medida que ela move,
0 problema restrito a esquerda dela é resolvido.

. |
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Método da linha de varredura

fIdeia: reduzir um problema estatico bidimensional T
a um problema dinamico unidimensional

Uma linha imaginaria move-se da esquerda para a direita.

e Eli] 0 7 10 16 18 22
N L L

esqli] v F Vv FV F

cont 1 0 1 2 1 0

A medida que ela move,
0 problema restrito a esquerda dela é resolvido.

Informacao necessaria para estender a solucao parcial €
mantida numa descricao combinatoria da linha.
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Método da linha de varredura

fIdeia: reduzir um problema estatico bidimensional T
a um problema dinamico unidimensional

Uma linha imaginaria move-se da esquerda para a direita.

e Eli] 0 7 10 16 18 22
N L L

esqli] v F Vv FV F

cont 1 0 1 2 1 0

A medida que ela move,
0 problema restrito a esquerda dela é resolvido.

Informacao necessaria para estender a solucao parcial €
mantida numa descricao combinatoria da linha.

\_Muda apenas em posicoes chaves: os pontos eventos. J
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fldeia: Dois segmentos cuja projecao no eixo X sejam T

disjuntas nao se intersectam.

/’

3

//
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fldeia: Dois segmentos cuja projecao no eixo X sejam T
disjuntas nao se intersectam.

A

/
}? 5 6

.3

1
IR A NN AN N N RO N R [
> T T N R B B R — T T >
1

Se a projecao no eixo X de dois segmentos tem intersecao,
entao ha uma linha vertical que intersecta ambos.

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fldeia: Dois segmentos cuja projecao no eixo X sejam T
disjuntas nao se intersectam.

Imagine esta linha vertical varrendo o plano da esquerda
para a direita...

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fldeia: Dois segmentos cuja projecao no eixo X sejam T
disjuntas nao se intersectam.

Imagine esta linha vertical varrendo o plano da esquerda

para a direita...

Enquanto a linha varre o plano, mantemos os segmentos
Lintersectados por ela na descricao combinatéria da linha. J
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Descricao combinatoria da linha

-

A r < —3 0

- 4 —3<zr< -2 {3}
;////' —2<z<0  {2,3)
I 0<z<1  {2,3,4)

1<z<2 {2,3,4,6}
> 2<x<3 {2,3,4,5,6}

3<z<4 {2,4,5,6}
4<z<5 {4,5,6}
b<xr<6 {5,6}
6<xz<7  {1,5,6}
7T<x<8 {1,6}

8<x<9 {6}
9<«x 0 J
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Descricao combinatoria da linha

Alteracoes ocorrem

nos extremos dos segmentos.

o

r < —3
-3 << =2
—2<x<0
0<z<1
1 <x <2
2<x <3
3<z <4
4 <x<5Hh
b<x <6
6<z<7
T<z<8
g<x <9

9<x

@ N

{3}

12,3}
{2,3,4}
{2,3,4,6)
(2,3,4,5,6}
{2,4,5,6}
{4,5,6}
19,06}
{1,5,6}
1,6}

(6)
@ .
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Descricao combinatoria da linha

-

A r < —3 )
—3 << -2 {3}
—2<x<0 {2,3}

0<zr<1 {2,3,4}

1 <x<2 {2,3,4,6}
> 2<x<3 {2,3,4,5,6}
J<z <4 {2,4,5,6}
4<z<5 {4,5,6}
b<xr<6 {5,6}
6<x<7 {1,5,6}
7T<x<8 {1,6}

AlteracOes ocorrem
nos extremos dos segmentos.

Estes sao
0S pontos eventos.

8<x<9 {6}
L 9<zx 0 J
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Descricao combinatoria da linha

-

A r < —3 )
—3<zr< -2 {3}
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4<z<5 {4,5,6}
b<xr<6 {5,6}
67 {1,5,6}
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Alteracoes ocorrem
nos extremos dos segmentos.

Estes sao
0S pontos eventos.

<z <9 {6}
L 9<zx 0 J
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Descricao combinatoria da linha

-

A r < —3 )
—3<zr< -2 {3}
—2<x<0 {2,3}
0<z<1 {2, 3,4}
1 <x<2 {2,3,4,6}
> 2<x<3 {2,3,4,5,6}
J<zx <4 {2,4,5,6}
4<x<5 {4,5,6}
b<xr<6 {5,6}
627 {1,5,6}
7T<x<8 {1,6}

AlteracOes ocorrem
nos extremos dos segmentos.

Estes sao
0S pontos eventos.

8<x<9 {6}
L 9<zx 0 J
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Descricao combinatoria da linha

-

A r < —3 )
—3<zr< -2 {3}
—2<x<0 {2,3}
0<zr<1 {2,3,4}
1 <x<2 {2,3,4,6}
> 2<x<3 {2,3,4,5,6}
J<z <4 {2,4,5,6}
4<z<5H {4,5,6}
b<xr<6 {5,6}
6<x<7 {1,5,6}
7T<x<8 {1,6}

Alteracoes ocorrem
nos extremos dos segmentos.

Estes sao
0S pontos eventos.

§<xr<9 {6}
L 9<zx 0 J
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Descricao combinatoria da linha

-

A r < —3 )
—3<zr< -2 {3}
—2<x<0 {2,3}
0<zr<1 {2,3,4}
1 <x<2 {2,3,4,6}
> 2<x<3 {2,3,4,5,6}
J<z <4 {2,4,5,6}
4<z<5 {4,5,6}
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r < —3 0 T

—3<zr< -2 {3}

—2<x<0 {2,3}
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Como guardar
um destes conjuntos?

Que operacgoes ele sofre?
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Como a linha vai nos ajudar a detectar intersecao?

Ideia: testar intersecao
apenas entre segmentos
“vizinhos na linha”.
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Descricao combinatoria da linha

-

fO conjunto dos segmentos na linha sofre
Insercoes e remocoes.

Como a linha vai nos ajudar a detectar intersecao?

Ideia: testar intersecao
apenas entre segmentos
“vizinhos na linha”.

Para isso, mantemos 0s
segmentos na linha
ordenados.

. ‘ |
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Descricao combinatoria da linha

. N

s segmentos ficam na ordem em que intersectam a linha.

3<8<X1<2<7<5<6<9

\14:\
T
*—

2

SN |

s

Ao inserimos um segmento, testamos a intersecao dele
Lcom Seu predecessor e com Seu sucessor na ordem. J
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Descricao combinatoria da linha

. N

s segmentos ficam na ordem em que intersectam a linha.

3<8<1<2<7<5<6<9

i

Ao removermos um segmento, testamos a intersecao de
Lseu predecessor e com seu sucessor na ordem. J
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Algoritmo de Shamos e Hoey
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3 <2

4<3<2
4<3<2<6
1<5<3<2<6
4<5<2<6
4<5<6



Algoritmo de Shamos e Hoey
- A . .

-3 3
2 3<2
0 4<3<2
1 4<3<2<6
. 2 4<5<3<2<6

3 4<5<2<6
Alteracdes ocorrem R
nos extremos dos segmentos. .

6

7

3
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Algoritmo de Shamos e Hoey

-3 3
2 3<2
0 4<3<2
1 4<3<2=<6
. 2 4<5<3<2<6
3  4<5<2<6
Alteracdes ocorrem PooAeasl
nos extremos dos segmentos. Z
Estes sao |
0s pontos eventos. 7
8

LEncontrou uma intersecao! J
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