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Teorema da Galeria de Arte

o N




Curvas poligonais

fCurva poligonal: sequéncia (vg, eg, v1, ..., €n_9,v,_1) ONAE T
vo, - .., Un—1 SA0 pontos em R? e e¢; € um segmento de reta
com extremidades v; e v;11 (1 =0,...,n — 2).

V0 V9

U3 V7

U1
U6
curva poligonal fechada nao-simples fechada simples
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Curvas poligonais

fCurva poligonal: sequéncia (vg, eg, v1, ..., €n_9,v,_1) ONAE T
vo, - .., Un—1 SA0 pontos em R? e e¢; € um segmento de reta
com extremidades v; e v;11 (1 =0,...,n — 2).

V0 Vo

U3 V7

U5

U1
U6
curva poligonal fechada nao-simples fechada simples

fechada: vg = v, 1 simples: nao se auto-intersecta
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Poligonos

fTeorema de Jordan: toda curva plana fechada simples T
divide o plano em duas regioes: o interior e 0 exterior da
curva.
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Poligonos

fTeorema de Jordan: toda curva plana fechada simples T
divide o plano em duas regioes: o interior e 0 exterior da
curva.

Poligono: a regiao fechada do plano (no sentido topoldgico)
limitada por uma curva poligonal fechada simples.

Vg U7 Vg V11

Lcurva poligonal fechada nao-simples poligono J

GeoComp 2014 —p. 4



Problema

-

6 P: fronteira do poligono P
Note que 0P C P.
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Problema

o N

6 P: fronteira do poligono P
Note que 0P C P.

Pontos p e ¢ de P véem ou enxergam um ao outro
se 0 segmento pq esta inteiramente contido em P.
Ademais, p e ¢ se véem claramente se pg NP C {p, q}.
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Problema

-

6 P: fronteira do poligono P
Note que 0P C P.

Pontos p e ¢ de P véem ou enxergam um ao outro
se 0 segmento pq esta inteiramente contido em P.
Ademais, p e ¢ se véem claramente se pg NP C {p, q}.

Guarda: um ponto de P

Um conjunto de guardas cobre ou guarda P se todo ponto
de P pode ser visto por um dos guardas do conjunto.

. |

GeoComp 2014 —p. 5



Problema

-

6 P: fronteira do poligono P
Note que 0P C P.

Pontos p e ¢ de P véem ou enxergam um ao outro
se 0 segmento pq esta inteiramente contido em P.
Ademais, p e ¢ se véem claramente se pg NP C {p, q}.

Guarda: um ponto de P

Um conjunto de guardas cobre ou guarda P se todo ponto
de P pode ser visto por um dos guardas do conjunto.

Problema: Dado n, determinar, como funcao de n, 0
numero minimo de guardas suficientes para cobrir um
Lpoll'gono arbitrario com n vertices. J
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Exemplo

Poligono com 12 vértices coberto por 3 guardas
e um outro coberto por 4 guardas.

. |

GeoComp 2014 —p. 6



Exemplo

Poligono com 12 vértices coberto por 3 guardas
e um outro coberto por 4 guardas.

E possivel usarmos menos guardas?
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Exemplo

Poligono com 12 vértices coberto por 3 guardas
e um outro coberto por 4 guardas.

E possivel usarmos menos guardas®?
LHé poligono de 12 vertices que precise de mais guardas? J
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Problema

-

g(P) menor numero de guardas necessarios
para cobrirmos um poligono P
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Problema

-

g(P) menor numero de guardas necessarios
para cobrirmos um poligono P

G(n) menor numero de guardas necessarios
para cobrirmos qualquer poligono com n vértices:

G(n) = max{g(P) | P € um poligono com n vértices}

|
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Problema

-

g(P) menor numero de guardas necessarios
para cobrirmos um poligono P

G(n) menor numero de guardas necessarios
para cobrirmos qualquer poligono com n vértices:

G(n) = max{g(P) | P € um poligono com n vértices}

Problema: Quanto vale G(n)?
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Problema

-

g(P) menor numero de guardas necessarios
para cobrirmos um poligono P

G(n) menor numero de guardas necessarios
para cobrirmos qualquer poligono com n vértices:

G(n) = max{g(P) | P € um poligono com n vértices}
Problema: Quanto vale G(n)?

Facil: G(n) <n (como prova?)

(O que acontece no R3?)
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Problema

o N

g(P) menor numero de guardas necessarios
para cobrirmos um poligono P

G(n) menor numero de guardas necessarios
para cobrirmos qualquer poligono com n vértices:

G(n) = max{g(P) | P € um poligono com n vértices}
Problema: Quanto vale G(n)?

Facil: G(n) <n (como prova?)

(O que acontece no R3?)

(G(3) = 1 pois todo poligono convexo pode ser coberto
L por um unico guarda e todo triangulo € convexo. J
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Vértices convexos e reflexos

-

Um vertice é reflexo (ou concavo) se o seu angulo interior €
maior do que w. E convexo caso contrario.

-

Um poligono e seus vertices reflexos (R) e convexos (C).

|
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Outros valores de G(n)

fQuadriIéteros tém no maximo um vértice reflexo. T
Disso, é facil concluir que G(4) = 1.



Outros valores de G(n)

fQuadriIéteros tém no maximo um vértice reflexo. T
Disso, € facil concluir que G(4) = 1.
Poligonos de 5 vértices podem ter até 2 vértices reflexos.
Ainda assim, pode-se verificar que GG(5) = 1.
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Outros valores de G(n)

fQuadriIéteros tém no maximo um vértice reflexo. T
Disso, € facil concluir que G(4) = 1.
Poligonos de 5 vértices podem ter até 2 vértices reflexos.
Ainda assim, pode-se verificar que GG(5) = 1.
Para alguns poligonos de 6 vértices: dois guardas.

AN G(3) =1
Q v G(4) =1

O w VG@)_l

- & WAooz
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Teorema de Chvatal

fTeorema da Galeria de Arte: Dado um poligono com n T
vértices, existe uma maneira de dispormos no maximo
|n/3| guardas neste poligono de modo que cada ponto do
poligono seja coberto por pelo menos um guarda.
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Teorema de Chvatal

fTeorema da Galeria de Arte: Dado um poligono com n T
vértices, existe uma maneira de dispormos no maximo
|n/3| guardas neste poligono de modo que cada ponto do
poligono seja coberto por pelo menos um guarda.

PANNAN

Exemplo onde |n/3| guardas sao necessarios.
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Teorema de Chvatal

fTeorema da Galeria de Arte: Dado um poligono com n T
vértices, existe uma maneira de dispormos no maximo
|n/3| guardas neste poligono de modo que cada ponto do
poligono seja coberto por pelo menos um guarda.

PANNAN

Exemplo onde |n/3| guardas sao necessarios.

Primeira prova: Chvatal
Prova que veremos: Fisk

ngredientes:
Ltriangulagéo de poligonos e coloracao de grafos J
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Triangulacao de poligonos

-

fDiagonal: segmento uv onde u e v sao vertices de P que
se véem claramente.



Triangulacao de poligonos

fDiagonal: segmento uv onde u e v sao vertices de P que T
se véem claramente.

Diagonais uv € wz distintas de P se cruzam se
wo Nwz € {u,v,w, z}.

N
]
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Triangulacao de poligonos

~ Uma triangulagdo de P é obtida adicionando-sea Pum |
conjunto maximal de diagonais de P que duas a duas nao
se cruzam.
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Triangulacao de poligonos

~ Uma triangulagdo de P é obtida adicionando-sea Pum |
conjunto maximal de diagonais de P que duas a duas nao
se cruzam.

Triangulacao: conjunto de triangulos que cobrem P e que
se intersectam apenas em vertices ou diagonais de P.
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Triangulacao de poligonos

~ Uma triangulagdo de P é obtida adicionando-sea Pum |
conjunto maximal de diagonais de P que duas a duas nao
se cruzam.

Triangulacao: conjunto de triangulos que cobrem P e que
se intersectam apenas em vertices ou diagonais de P.

Teorema 1 (Triangulacao): Todo poligono pode ser
particionado em triangulos atraves da inclusao de

Ldiagonais. J
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Coloracao de grafos

-

Um grafo G = (V, ') tem uma k-coloracao (ou é k-colorivel)
se existe uma funcao c: V — {1,... k} tal que c(u) # c(v)
para toda aresta uv em E.

-
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Coloracao de grafos

o N

Um grafo G = (V, ') tem uma k-coloracao (ou é k-colorivel)
se existe uma funcao c: V — {1,... k} tal que c(u) # c(v)
para toda aresta uv em E.

P: poligono T: triangulacao de P

Gr = (V, F) grafo onde VV sao os vérticesde P e
wv € ' sse uv estaem T
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Coloracao de grafos

o N

Um grafo G = (V, ') tem uma k-coloracao (ou é k-colorivel)
se existe uma funcaoc: V — {1,... k} tal que c(u) # c(v)
para toda aresta uv em E.

P: poligono T: triangulacao de P

Gr = (V, F) grafo onde VV sao os vérticesde P e
wv € ' sse uv estaem T

G € um grafo outerplanar
(planar com todos os vertices na face externa)

Teorema 2 (Coloracao de grafos de triagulacao): Seja Gr 0
grafo associado a triangulagcao 7' de um poligono P.
Entao G tem uma 3-coloracao.

. |
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Coloracao de grafos

fT

eorema 2 (Coloracao de grafos de triagulacao): Seja Gr o
grafo associado a triangulacao 7" de um poligono P.
Entao Gy tem uma 3-coloracao.

-
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Teorema de Chvatal

fTeorema da Galeria de Arte: Dado um poligono com n T
veértices, existe uma maneira de dispormos no maximo
|n/3| guardas neste poligono de modo que cada ponto do
poligono seja coberto por pelo menos um guarda.
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Teorema de Chvatal

fTeorema da Galeria de Arte: Dado um poligono com n T
veértices, existe uma maneira de dispormos no maximo
|n/3| guardas neste poligono de modo que cada ponto do
poligono seja coberto por pelo menos um guarda.

Prova: Seja P um poligono com n vértices.
Pelo teorema 1, existe uma triangulacao 7" de P.
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Teorema de Chvatal

fTeorema da Galeria de Arte: Dado um poligono com n T
veértices, existe uma maneira de dispormos no maximo
|n/3| guardas neste poligono de modo que cada ponto do
poligono seja coberto por pelo menos um guarda.

Prova: Seja P um poligono com n vértices.
Pelo teorema 1, existe uma triangulacao 7" de P.

Pelo teorema 2, o grafo G, tem uma 3-coloracao.
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Teorema de Chvatal

fTeorema da Galeria de Arte: Dado um poligono com n T
vértices, existe uma maneira de dispormos no maximo
|n/3| guardas neste poligono de modo que cada ponto do
poligono seja coberto por pelo menos um guarda.

Prova: Seja P um poligono com n vértices.
Pelo teorema 1, existe uma triangulacao 7" de P.

Pelo teorema 2, o grafo G, tem uma 3-coloracao.

Se colocarmos um guarda em cada um dos vértices de G
de uma das cores, o poligono P esta coberto. Isso porque
todo triangulo de 7" tem um vértice de cada uma das trés
cores, e os triangulos de T cobrem P.
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Teorema de Chvatal

fTeorema da Galeria de Arte: Dado um poligono com n T
vértices, existe uma maneira de dispormos no maximo
|n/3| guardas neste poligono de modo que cada ponto do
poligono seja coberto por pelo menos um guarda.

Prova: Seja P um poligono com n vértices.
Pelo teorema 1, existe uma triangulacao 7" de P.

Pelo teorema 2, o grafo G, tem uma 3-coloracao.

Se colocarmos um guarda em cada um dos vértices de G
de uma das cores, o poligono P esta coberto. Isso porque
todo triangulo de 7" tem um vértice de cada uma das trés
cores, e os triangulos de T cobrem P.

Uma das cores € usada no maximo |n/3| vezes na

Lcoloragéo. N J
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Teoria de triangulacao

o N

ema: Todo poligono tem um vértice estritamente convexo.



Teoria de triangulacao
liL

Prova: (Feita na aula.)

-

ema: Todo poligono tem um vértice estritamente convexo.




Teoria de triangulacao

-

fLema (Meister): Todo poligono com pelo menos 4 vértices
tem uma diagonal.



Teoria de triangulacao

-

fLema (Meister): Todo poligono com pelo menos 4 vértices
tem uma diagonal.

Prova: (Feita na aula.)




Teoria de triangulacao

- N

eorema 1 (Triangulacao): Todo poligono com n vértices
pode ser particionado em n — 2 triangulos através da
iInclusao de n — 3 diagonais.
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Teoria de triangulacao

liTeorema 1 (Triangulacao): Todo poligono com n vertices —‘

pode ser particionado em n — 2 triangulos através da
iInclusao de n — 3 diagonais.

oY
S/
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Teoria de triangulacao

- N

eorema 1 (Triangulacao): Todo poligono com n vértices
pode ser particionado em n — 2 triangulos através da
iInclusao de n — 3 diagonais.
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Teoria de triangulacao

liTeorema 1 (Triangulacao): Todo poligono com n vertices —‘

pode ser particionado em n — 2 triangulos através da
iInclusao de n — 3 diagonais.

Lema extra (soma dos angulos): A soma dos angulos
internos de um poligono de n vertices € (n — 2).
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Teoria de triangulacao

fT

eorema 1 (Triangulacao): Todo poligono com n vértices T
pode ser particionado em n — 2 triangulos através da
iInclusao de n — 3 diagonais.

Lema extra (soma dos angulos): A soma dos angulos
internos de um poligono de n vertices € (n — 2).

Prova: Consequéncia direta do Teorema da Triangulacao.
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