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A
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Introducao
A

® construcoes geometricas de Euclides
(régua e compasso)

ntiguidade:

# problema de Apollonius (cerca de 200 aC)

Solucao de Euclides: 508 operacgoes “elementares”
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Introducao
A

® construcoes geometricas de Euclides
(régua e compasso)

ntiguidade:

# problema de Apollonius (cerca de 200 aC)

Solucao de Euclides: 508 operacgoes “elementares”
LSqugéo de Lemoine (1902): menos de 200 operacoes J

GeoComp 2014 —p. 2



Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estao a distancia minima.
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fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estao a distancia minima.
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estao a distancia minima.
® °
®
® ®
®
(7, y)

Lembre-se que, para dois pontos (x,y) e («', ") no plano,

DIST(x,y,2",y) = V/(x—2')2+ (y — /)2
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano,
determinar dois deles que estao a distancia minima.

Entrada: colecao de n pontos representada por
vetores X[1..n] e Y|l..n].

************* ' (374)

® (073) (472)
fffffffffffffffffff | X | -2 0 1 3
- vy | -1| 3 | -2 4
(-3-1) .19 o
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estao a distancia minima.

Entrada: colecao de n pontos representada por
vetores X[1..n] e Y|l..n].

TR o4
o2 |
fffffffffffffffffff ob
| X | -2 0 1 3 4
| Y | -1 | 3 | =2 ]| 4 2
o 1
| 1 2 3 4 5
1 I3

Saida: indices ¢ e j indicando
dois pontos a distancia minima. J
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estao a distancia minima.

Entrada: colecao de n pontos representada por
vetores X[1..n] e Y|l..n].

| o 4
.2 \
fffffffffffffffffff e O
3 X | =2 0 1 3 4
| Y | —1 3 —2 4 2
o - 1
3 1 2 3 4 5
1 I3

Saida: menor distancia entre dois pontos da colecao.
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estao a distancia minima.

Entrada: vetores X[1..n] e Y|l..n]
Saida: menor distancia entre dois pontos da colecao
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estao a distancia minima.

Entrada: vetores X[1..n] e Y|l..n]
Saida: menor distancia entre dois pontos da colecao

Primeira solucao: algoritmo quadratico,
gue testa todos os pares de pontos.
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano,
determinar dois deles que estao a distancia minima.

Entrada: vetores X[1..n] e Y|l..n]
Saida: menor distancia entre dois pontos da colecao

Primeira solucao: algoritmo quadratico,
gue testa todos os pares de pontos.

ELEMENTAR(X, Y, n)

1 d< +oo

2 parai <« 2 até n faca

3 para j < 1 atéi — 1 faca

4 se DIST(X[:], Y[i], X[j], Y[j]) <d

5 entdo d <« DIST(X[i], Y[i], X[j], Y[j])
L 6 devolva d
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Algoritmo elementar

fELEMENTAR(X, Y, n) T
1 d+ 40
2 parai <« 2 atén faca

3 para j <— 1 até: — 1 faga

4 se DIST(X|i], Y|:], X[j],Y]j]) < d

5 entdo d < DIST(X[:], Y], X[j],Y[j])
6 devolva d
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Algoritmo elementar

fELEMENTAR(X, Y, n) T
1 d+ 40
2 parai <« 2 atén faca

3 para j <— 1 até: — 1 faga

4 se DIST(X|i], Y|:], X[j],Y]j]) < d

5 entdo d < DIST(X[:], Y], X[j],Y[j])
6 devolva d

Invariante: d € a menor distancia entre
0s pontos da colecao X[1..: —1],Y[1..7—1].

. |

GeoComp 2014 —p. 6



Algoritmo elementar

fELEMENTAR(X, Y, n) T
1 d<+ 400
2 parai <« 2 até n faca

3 para j <— 1 até: — 1 faga

4 se DIST(X|i], Y|:], X[j],Y]j]) < d

5 entdo d < DIST(X[:], Y], X[j],Y[j])
6 devolva d

Invariante: d € a menor distancia entre
0s pontos da colecao X[1..: —1],Y[1..7—1].

Consumo de tempo: linha 4 é executada

n n—1 n(n B 1)
d(i-1) = i = = O(n?).
1=2 1=1
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Algoritmo elementar

fELEMENTAR(X, Y, n) T
1 d<+ 400
2 parai <« 2 até n faca

3 para j < 1 até:— 1 faga

4 se DIST(X[i],Y[:], X[j], Y[j]) < d

5 entdo d < DIST(X[:], Y], X[j],Y[j])
6 devolva d

Invariante: d € a menor distancia entre
0s pontos da colecao X[1..: —1],Y[1..7—1].

Consumo de tempo: linha 4 é executada

n n—1 n(n B 1)
d(i-1) = i = = O(n?).
1=2 1=1

LE possivel projetar um algoritmo mais eficiente que este? J
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Par mais proximo na reta

-

fProblema: Dados n pontos numa reta, determinar dois
deles que estao a distancia minima.
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Par mais proximo na reta

-

fProblema: Dados n pontos numa reta, determinar dois
deles que estao a distancia minima.

@ @ @ @ @ @ @ @ @ o L >

Primeira solucao: ordene os pontos, e encontre os dois
consecutivos mais proximos.

Tempo consumido: O(nlgn).
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Par mais proximo na reta

fProblema: Dados n pontos numa reta, determinar dois T
deles que estao a distancia minima.

Primeira solucao: ordene os pontos, e encontre os dois
consecutivos mais proximos.

Tempo consumido: O(nlgn).

Problema com essa solucao:
nao sei como generaliza-la para o plano...
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Divisao e conquista

E

sse paradigma envolve os seguintes passos:
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Divisao e conquista
e

Divisao: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.

sse paradigma envolve os seguintes passos:
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Divisao e conquista

. N

sse paradigma envolve os seguintes passos:

Divisao: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.

Conquista: resolver o problema nas instancias menores
recursivamente (ou diretamente, se elas forem pequenas o
suficiente).
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Divisao e conquista

. N

sse paradigma envolve os seguintes passos:

Divisao: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.

Conquista: resolver o problema nas instancias menores
recursivamente (ou diretamente, se elas forem pequenas o
suficiente).

Combinacao: combinar as solucdes das instancias
menores para gerar uma solucao da instancia original.
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Divisao e conquista

| N

sse paradigma envolve 0s seguintes passos:

Divisao: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.

Conquista: resolver o problema nas instancias menores
recursivamente (ou diretamente, se elas forem pequenas o
suficiente).

Combinacao: combinar as solucoes das instancias
menores para gerar uma solucao da instancia original.
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Divisao e conquista

. N

sse paradigma envolve 0s seguintes passos:

Divisao: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.

Conquista: resolver o problema nas instancias menores
recursivamente (ou diretamente, se elas forem pequenas o
suficiente).

Combinacao: combinar as solugdes das instancias
menores para gerar uma solucao da instancia original.

dr dp

* e ® o—0 ® ® O—0 ® ® >

L esquerda direita J
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Divisao e conquista

. N

sse paradigma envolve os seguintes passos:

Divisao: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.

Conquista: resolver o problema nas instancias menores
recursivamente (ou diretamente, se elas forem pequenas o
suficiente).

Combinacao: combinar as solucdes das instancias
menores para gerar uma solucao da instancia original.

L esquerda direita J
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Par mais proximo na reta

fP

ré-processamento: ordenar os pontos.
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Par mais proximo na reta

fP

ré-processamento: ordenar os pontos.

DISTANCIARETA(X, n)
1 MERGESORT(X, 1,n)
2 devolva DISTANCIARETAREC (X, 1,n)
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Par mais proximo na reta

fP

ré-processamento: ordenar os pontos.

DISTANCIARETA(X, n)
1 MERGESORT(X, 1,n)
2 devolva DISTANCIARETAREC (X, 1,n)

DISTANCIARETAREC: divisao e conquista.
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Par mais proximo na reta

fP

ré-processamento: ordenar os pontos.

DISTANCIARETA(X, n)
1 MERGESORT(X, 1,n)
2 devolva DISTANCIARETAREC (X, 1,n)

DISTANCIARETAREC: divisao e conquista.

Tempo consumido pelo DISTANCIARETA:
O(nlgn) mais o tempo do DISTANCIARETAREC.
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Par mais proximo na reta

ﬁ)lSTANmARETAREC (X,p,r) > Divisao e conquista T
1 ser<p+1
entao ser=yp
entao devolva +oco
senao devolva X[r| — X|p]
sendo g < [(p+r)/2]
dp < DISTANCIARETAREC(X, p, q)
dp <+ DISTANCIARETAREC(X, ¢+ 1,7r)
d < min{dg,dp, X|qg+1] — X|q|}
devolva d

OO NOOTLHA,WIN

[
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Par mais proximo na reta

ﬁ)lSTANmARETAREC (X,p,r) > Divisao e conquista T
1 ser<p+1
entao ser=yp
entao devolva +oco
senao devolva X[r| — X|p]
sendo g < [(p+r)/2]
dp < DISTANCIARETAREC(X, p, q)
dp <+ DISTANCIARETAREC(X, ¢+ 1,7r)
d < min{dg,dp, X|qg+1] — X|q|}
devolva d

OO NOOTLHA,WIN

Consumo de tempo:
I'(n) = T(In/2]) +T(n/2]) + ©(1)

Londen:r—erl. J
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Par mais proximo na reta

ﬁ)lSTANmARETAREC (X,p,r) > Divisao e conquista T
1 ser<p+1
entao ser=yp
entao devolva +oco
senao devolva X[r| — X|p]
sendo g < [(p+r)/2]
dp < DISTANCIARETAREC(X, p, q)
dp <+ DISTANCIARETAREC(X, ¢+ 1,7r)
d < min{dg,dp, X|qg+1] — X|q|}
devolva d

OO NOOTLHA,WIN

Consumo de tempo:
I'(n) = T([n/2]) +T([n/2]) + ©(1)
Londe n=r —p+ 1. Quanto vale T'(n)? J
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Par mais proximo na reta

ﬁ)lSTANmARETAREC (X,p,r) > Divisao e conquista T
1 ser<p+1
entao ser=yp
entao devolva +oco
senao devolva X[r| — X|p]
sendo g < [(p+r)/2]
dp < DISTANCIARETAREC(X, p, q)
dp <+ DISTANCIARETAREC(X, ¢+ 1,7r)
d < min{dg,dp, X|qg+1] — X|q|}
devolva d

OO NOOTLHA,WIN

Consumo de tempo:
I'(n) = T([n/2]) +T([n/2]) + ©(1)
Londe n=r—p+ 1. Quanto vale T'(n)? T'(n) = O(n). J
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Par mais proximo na reta

v

oltando...

DISTANCIARETA(X, n)
1 MERGESORT(X,1,n)
2 devolva DISTANCIARETAREC (X, 1,n)
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Par mais proximo na reta

v

oltando...

DISTANCIARETA(X, n)
1 MERGESORT(X,1,n)
2 devolva DISTANCIARETAREC (X, 1,n)

MERGESORT consome tempo O(nlgn).
DISTANCIARETAREC consome tempo ©(n).
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Par mais proximo na reta

v

oltando...

DISTANCIARETA(X, n)
1 MERGESORT(X,1,n)
2 devolva DISTANCIARETAREC (X, 1,n)

MERGESORT consome tempo O(nlgn).
DISTANCIARETAREC consome tempo ©(n).

Tempo consumido pelo DISTANCIARETA: O(nlgn).
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Par mais proximo no plano

. N

Como generalizar essa ideia para o plano?

btivemos um algoritmo O(nlgn) para pontos na reta.
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Como generalizar essa ideia para o plano?

btivemos um algoritmo O(nlgn) para pontos na reta.

GeoComp 2014 —p. 13



fO

Par mais proximo no plano

btivemos um algoritmo O(nlgn) para pontos na reta.

Como generalizar essa ideia para o plano?

Divide...

o

esquerda

direita

|
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fO

Par mais proximo no plano

btivemos um algoritmo O(nlgn) para pontos na reta.

Como generalizar essa ideia para o plano?

Divide... Conquista...

o

esquerda

direita

|
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fO

Par mais proximo no plano

btivemos um algoritmo O(nlgn) para pontos na reta.

Como generalizar essa ideia para o plano?

Divide... Conquista... Combina...

o

esquerda

dEp

direita

|
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Algoritmo de Shamos e Hoey

. .

re-processamento: ordenar os pontos pela X-coordenada



Algoritmo de Shamos e Hoey
-

re-processamento: ordenar os pontos pela X-coordenada

fP

DISTANCIA-SH(X,Y, n)
1 MERGESORT(X,Y,1,n)
2 devolva DISTANCIAREC-SH (X,Y,1,n)
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Algoritmo de Shamos e Hoey

. .

re-processamento: ordenar os pontos pela X-coordenada

DISTANCIA-SH(X,Y, n)
1 MERGESORT(X,Y,1,n)
2 devolva DISTANCIAREC-SH (X,Y,1,n)

Consumo de tempo:
O(nlgn) mais o0 tempo do DISTANCIAREC-SH.
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-

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r)

Divisao e conquista

Dividir: X[p..q|,Y]p..q| (esquerda)
Xlg+1..7,Y|g+1..r] (direita)
onde ¢ := [(p+71)/2].



Divisao e conquista

-

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r)

Dividir: X[p..q|,Y]p..q| (esquerda)
Xlg+1..7,Y|g+1..r] (direita)
onde ¢ := [(p+71)/2].

Conquistar: Determine, recursivamente, a menor distancia
dr entre dois pontos da esquerda e a menor distancia
dp entre dois pontos da direita.
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Divisao e conquista

-

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r)

Dividir: X[p..q|,Y]p..q| (esquerda)
Xlg+1..7,Y|g+1..r] (direita)
onde ¢ := [(p+71)/2].

Conquistar: Determine, recursivamente, a menor distancia
dr entre dois pontos da esquerda e a menor distancia
dp entre dois pontos da direita.

Combinar: Devolva o minimo entre dg, dp € a menor
distancia dgp entre um ponto da esquerda e um ponto
da direita.
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- .

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r) > Divisao e conquista
ser <p+2
entao > resolva o problema diretamente
sendo ¢ « [(p+1)/2]
dg < DISTANCIAREC-SH (XY, p,q)
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y, ¢+1,r)
devolva COMBINE (X,Y,p,r,dg,dp)

oOOrThhwWWN—
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- .

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r) > Divisao e conquista
ser <p+2
entao > resolva o problema diretamente
sendo ¢ « [(p+1)/2]
dg < DISTANCIAREC-SH (XY, p,q)
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y, ¢+1,r)
devolva COMBINE (X,Y,p,r,dg,dp)

oOOrThhwWWN—

Suponha que COMBINE € linear.
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- .

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r) > Divisao e conquista
ser <p+2
entao > resolva o problema diretamente
sendo ¢ « [(p+1)/2]
dg < DISTANCIAREC-SH (XY, p,q)
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y, ¢+1,r)
devolva COMBINE (X,Y,p,r,dg,dp)

oOOrThhwWWN—

Suponha que COMBINE € linear.

Consumo de tempo do DISTANCIAREC-SH:
T(n) = T([n/2]) +T([n/2]) + O(n)
onden=r—p+1.
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Algoritmo de Shamos e Hoey
-

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r) > Divisao e conquista
ser <p+2
entao > resolva o problema diretamente
sendo ¢ « [(p+1)/2]
dg < DISTANCIAREC-SH (XY, p,q)
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y, ¢+1,r)
devolva COMBINE (X,Y,p,r,dg,dp)

oOOrThhwWWN—

Suponha que COMBINE € linear.

Consumo de tempo:
T(n) = T([n/2]) +T([n/2]) + O(n)
onden =r —p+ 1. Quanto vale T'(n)?
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- .

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r) > Divisao e conquista
ser <p+2
entao > resolva o problema diretamente
sendo ¢ « [(p+1)/2]
dg < DISTANCIAREC-SH (XY, p,q)
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y, ¢+1,r)
devolva COMBINE (X,Y,p,r,dg,dp)

oOOrThhwWWN—

Suponha que COMBINE € linear.

Consumo de tempo:
T(n) = T([n/2]) +T([n/2]) + O(n)
onden =r —p+ 1. Quanto vale T'(n)? T'(n) = O(nlgn).
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear? T



Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear?

COMBINE precisa considerar apenas
pontos que estao a uma distancia menor que
d =min{dg,dp} da reta vertical =z = X|q|.

|
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear? T

COMBINE precisa considerar apenas
pontos que estao a uma distancia menor que
d =min{dg,dp} da reta vertical =z = X|q|.

- d d

Infelizmente todos os pontos podem estar nesta faixa...

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear? T



Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear? T
|ldeia...
d d
P | I
d
dp
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear?

|deia...

.......

-

Para cada ponto na faixa, olhamos apenas para pontos da
faixa que tenham Y-coordenada no maximo d mais que

este ponto.

|
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear? T
. d d
P : | i
d °
o ¢ dp .

Quantos pontos assim ha?

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear? T
[ J ‘ d d i o
dE ...... i . .
d o
' - © . dp

Quantos pontos assim ha?

Em cada um dos dois quadrados de lado d,
ha no maximo 4 pontos porque d < dg e d < dp.

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear?

Quantos pontos assim ha?

Em cada um dos dois quadrados de lado d,
ha no maximo 4 pontos porque d < dg e d < dp.

LLogo ha nao mais que 7 pontos assim (excluindo o ponto). J

GeoComp 2014 —p. 19



Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear? T
([ ‘ d d ‘ [ ]
P : | I
d .

Mas como ter acesso rapido a estes pontos?
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear?

Mas como ter acesso rapido a estes pontos?

No COMBINE, precisamos ter acesso aos pontos
ordenados pelas suas Y-coordenadas.

o

|
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fComo fazer o COMBINE linear? T

Mas como ter acesso rapido a estes pontos?

No COMBINE, precisamos ter acesso aos pontos
ordenados pelas suas Y-coordenadas.

Alteraremos o pré-processamento, para ter acesso aos J
Lpontos ordenados pelas suas Y-coordenadas!

GeoComp 2014 —p. 20



Algoritmo de Shamos e Hoey
-

fPré—proc:essamen’[o: ordenar os pontos pela X-coordenada
e ordenar (indiretamente) os pontos pela Y-coordenada

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fPré—proc:es.samen’[o: ordenar os pontos pela X -c:oordenadaT
e ordenar (indiretamente) os pontos pela Y-coordenada

DISTANCIA-SH(X, Y, n)
1 MERGESORT(X,Y,1,n)
2 parai<« 1 até nfaca
3 ali] < i
4 MERGESORTIND(Y,1,n,a) > ordenacao indireta
5 devolva DISTANCIAREC-SH (X,Y,a,1,n)

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fPré—proc:es.samen’[o: ordenar os pontos pela X -c:oordenadaT
e ordenar (indiretamente) os pontos pela Y-coordenada

DISTANCIA-SH(X, Y, n)
1 MERGESORT(X,Y,1,n)
2 parai<« 1 até nfaca
3 ali] < i
4 MERGESORTIND(Y,1,n,a) > ordenacao indireta
5 devolva DISTANCIAREC-SH (X,Y,a,1,n)

Consumo de tempo:
De novo, O(nlgn) mais o tempo do DISTANCIAREC-SH.

. |
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Divisao e conquista

-

DISTANCIAREC-SH (X,Y,a,p, )

-

Dividir: Seja ¢ := | (p +r)/2|. Obtenha um vetor b[p .. r] tal
que X(p..q,Yp..q|, blp..q] seja uma representacao
ordenada dos pontos mais a esquerda e
Xlg+1..7],Y|g+1..7],b[¢+1..7], uma representagao
ordenada dos pontos mais a direita.

Conquistar: Determine, recursivamente, a menor distancia
dr entre dois pontos da esquerda e a menor distancia
dp entre dois pontos da direita.

Combinar: Devolva o minimo entre dz, dp € a menor
distancia dgp entre um ponto da esquerda e um ponto
da direita.

| |
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Algoritmo de Shamos e Hoey
-

DISTANCIAREC-SH (X,Y,a,p,r) > Divisao e conquista
ser <p+2
entao > resolva o problema diretamente
sendo q < [(p+1)/2]
b <+ DIVIDA (X,Y,a,p,r)
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y,b,p,q)
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y,b,q+ 1,7)
devolva COMBINE (X,Y,a,p,r,dg,dp)

NO Ok~ WND =

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey
-

DISTANCIAREC-SH (X,Y,a,p,r) > Divisao e conquista
ser <p+2
entao > resolva o problema diretamente
sendo q < [(p+1)/2]
b <+ DIVIDA (X,Y,a,p,r)
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y,b,p,q)
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y,b,q+ 1,7)
devolva COMBINE (X,Y,a,p,r,dg,dp)

NO Ok~ WND =

DiviDA e COMBINE sao algoritmos lineares.

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey
-

DISTANCIAREC-SH (X,Y,a,p,r) > Divisao e conquista
ser <p+2
entao > resolva o problema diretamente
sendo q < [(p+1)/2]
b <+ DIVIDA (X,Y,a,p,r)
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y,b,p,q)
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y,b,q+ 1,7)
devolva COMBINE (X,Y,a,p,r,dg,dp)

NO Ok~ WND =

DiviDA e COMBINE sao algoritmos lineares.

Consumo de tempo:
T(n) = T(|n/2])+T(|n/2]) 4+ O(n)

Londen:r—pﬂ. J

GeoComp 2014 —p. 23



Algoritmo de Shamos e Hoey
-

DISTANCIAREC-SH (X,Y,a,p,r) > Divisao e conquista
ser <p+2
entao > resolva o problema diretamente
sendo q < [(p+1)/2]
b <+ DIVIDA (X,Y,a,p,r)
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y,b,p,q)
dp < DISTANCIAREC-SH (X,Y,b,q+ 1,7)
devolva COMBINE (X,Y,a,p,r,dg,dp)

NO Ok~ WND =

DiviDA e COMBINE sao algoritmos lineares.
Consumo de tempo:
T(n) = T([n/2]) +T([n/2]) + O(n)
Londe n=r—p+ 1. Gomo antes, 7'(n) = O(nlgn). J
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- .

DIVIDA (X,Y,a,p,r)
1 g« |(p+1)/2]

2 1+ p—1 j<+gq

3 parak < p até r faca

4 se alk] < q > (X[alk]], Y]a[k]]) esta & esquerda da reta z = X[q]?
5 entao i« +1

6 bli] < alk]

7 senao j <+ j+1

8 b[j] < alk]

9 devolva b

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- -

DIVIDA (X,Y, a,p,r)
1T g+ |(p+71)/2]

523 i%p/{_l jt'%qf X|-2]0 |13/ 4
para k + p até r faca

4 se alk] < g Y| -1] 3 |-2] 4 |2

5 entdo ¢« i+ 1 a | 3 |1 | 5| 2|4

6 bli| < alk] 1 2 3 4 5

/ sendo j + j +1 ;

8 b[j] < alk]

9 devolva b ¢g=3 Xl¢=1

- B
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- -

DIVIDA (X, Y, a,p,r)
1 g« [(p+71)/2] k

2 1+ p—1 jJ<+q X! -210 1 3 | 4
3 parak < p até r faca

A se alk] < Y| =13 |-=2| 4| 2
5 entdo i« i+ 1 O I I I A
6 bli] < alk] 12 3 4 5
/ senao j < j+1 b | 3

8 blj]  alk] _ _

9 devolva b 1=3 X =1

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- -

DIVIDA (X, Y, a,p,r)

1T g« [(p+1)/2] k

2 1+ p—1 jJ<+q X! -210 1 3 | 4
3 parak < p até r faca

A se alk] < Y| =1 3 |-2| 4| 2
5 entdo i+ i+1 a | 3 15124
6 bli] < alk] 12 3 4 5
/ senao j < j+1 b | 3 | 1

8 blj] < alk] _ _

9 devolva b ¢=3 Xl =1

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- -

DIVIDA (X, Y, a,p,r)
1 g« [(p+71)/2] k

2 1+ p—1 jJ<+q X! -210 1 3 | 4
3 parak < p até r faca

A se alk] < Y| =1 3 |-2| 4| 2
5 entdo i+ i+1 N O e - A
6 bli] < alk] 12 3 4 5
/ senao j < j+1 b | 3 | 1 5

8 blj] < alk] _ _

9 devolva b ¢=3 Xl =1

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- -

DIVIDA (X, Y, a,p,r)
1 g« [(p+71)/2]

:23 A pk_ 1 jt'% (If X|-2]0/[1]| 3] 4
para k « p até r faca

" se alk] < g vy | -1] 3 |—2| 4] 2
5 entdo i+ i+ 1 O R T N B
6 bli] < alk] L 2 3 4 s
7 senao j < j+1 bl 3| 1|25 4
8 blj| < alk]

9 devolva b 1=3 Xl =1

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- -

DIVIDA (X, Y, a,p,r)

T g« [(p+7)/2]
2 1+ p—1 jJ<+q

3 . & f X|=-2] 0| 1] 3| 4
para k < p até r faca - -

4 se alk] < q Y | -1 3 21 4 | 2
5 entdo i« i+ 1 N N R N A
6 blt] < alk] 12 3 4 5
7 senao j < j+1 bl 3| 1|25 4
8 blj] < alk] _ _

9 devolva b ¢=3 Xl =1

Consumo de tempo:
E facil ver que o consumo é ©(n) onden =7r — p + 1.

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fA rotina abaixo identifica 0os pontos que estao na faixa, T
ordenados pela Y-coordenada.

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fA rotina abaixo identifica 0os pontos que estao na faixa, T

ordenados pela Y-coordenada.

CANDIDATOS (X, a,p,r,d)
q< (p+7r)/2]

1

2
3
4
5
6
/

t <0

para k < p ate r faca

se | X[alk]] = X]q]| < d

entaot «—t+1

devolva (f,t)

flt] <= alk]

(X [QJ

,Yig])

|
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fA rotina abaixo identifica 0os pontos que estao na faixa, T
ordenados pela Y-coordenada.

CANDIDATOS (X, a,p,r,d)

; q%ol(pﬂ“f‘)/?J x| —2l0]1|3]4
<

3 parak + p até r faca R A W

4 se | X[alk]] — X[q]| < d N I I A

5 entaot «—t+1 1 2 3. 4 5

6 flt] < alk] f

/ devolva (f,t)
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fA rotina abaixo identifica 0os pontos que estao na faixa, T
ordenados pela Y-coordenada.

CANDIDATOS (X, a,p,r,d)

; QFOL(pﬂL’f‘)/QJ Xx|-2/0/]1]3]4
t

3 parak + p até r faca R A W

4 se | X|alk]] — X][q]| < d N A L L N

S entaot <t +1 12 3 4 5

6 flt] « alk] f13 2] 4

/ devolva (f,t)
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Algoritmo de Shamos e Hoey

fA rotina abaixo identifica 0os pontos que estao na faixa, T
ordenados pela Y-coordenada.

CANDIDATOS (X, a,p,r,d)
1 g« [(p+r)/2) X | -2

) 1 0| 1] 3] 4
%

3 parak + p até r faca R A W

4 se | X|alk]] — X]q]| < d S B S N N

5 entaot <t +1 12 3 4 5

6 flt] « alk] f13 2] 4

/ devolva (f,t)

Consumo de tempo:
LE facil ver que o consumo é ©(n) onden =r — p + 1. J

GeoComp 2014 —p. 25



Algoritmo de Shamos e Hoey
- -

COMBINE (X,Y,a,p,r,dg,dp)
1 d<+ min{dg,dp}
2 (f,t) + CANDIDATOS (X,a,p,r,d) > pontos na faixa
3 parai«+ 1atét¢—1faca

4 para j < i+ 1até min{i+ 7,t} faga > < 7 proximos
5 &« DIST(X[/[)], Y [f[]], X[ [, Y L/G]))

6 sed <d

7 entdo d « d’

8 devolva d

. |
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- -

COMBINE (X,Y,a,p,r,dg,dp)
1 d<+ min{dg,dp}
2 (f,t) + CANDIDATOS (X,a,p,r,d) > pontos na faixa
3 parai«+ 1atét¢—1faca

4 para j < i+ 1até min{i+ 7,t} faga > < 7 proximos
5 &« DIST(X[/[)], Y [f[]], X[ [, Y L/G]))

6 sed <d

7 entdo d « d’

8 devolva d

Consumo de tempo:
E facil ver que o consumo é ©(n) onde n =r — p + 1.

. |
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-

Algoritmo de Shamos e Hoey
-

COMBINE (X,Y,a,p,7,dg,dp)

1

o

1 d <+ min{dg,dp}

2 (f,t) + CANDIDATOS (X,a,p,r,d) > pontos na faixa
3 parai«+ 1atét¢—1faca

4 jg—1+1

3 enquanto j <teY|f|j]|-Y|f|i]]| <dfaca > <7 proximo:
6 d' < DIST(X[f[il]. Y [£[2)], X [f151] Y I [))

7 sed <d

8 entao d «+ d’

9 j+—74+1

0 devolva d
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Algoritmo de Shamos e Hoey
- .

COMBINE (X,Y,a,p,7,dg,dp)
1 d <+ min{dg,dp}
2 (f,t) + CANDIDATOS (X,a,p,r,d) > pontos na faixa
3 parai«+ 1atét¢—1faca
4 jg—1+1
3 enquanto j <teY|f|j]|-Y|f|i]]| <dfaca > <7 proximo:
6 d' < DIST(X[f[i]], Y [f[all, X [f13]). Y [f14]])
7 sed < d
8 entao d < d’
9 j+—74+1
0

10 devolva d

Consumo de tempo: B(n)onden=r —p + 1.

. |
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Um jeito mais bonito!

-

fF{ecebe uma colecao de pontos dada por X|p..r| e
Yip..rl,comXp| < Xp+1] <--- < X]r].
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Um jeito mais bonito!

- N

ecebe uma colecao de pontos dada por X|p..r| e
Yip..rl,comXp| < Xp+1] <--- < X]r].

Devolve X[p..r] e Y|p..r| rearranjados de modo que
Yp| <Yp+1] <--- <Y]r] e retorna a menor distancia
entre dois pontos da colecao.

. |
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Um jeito mais bonito!

- N

ecebe uma colecao de pontos dada por X|p..r| e
Yip..rl,comXp| < Xp+1] <--- < X]r].

Devolve X[p..r] e Y|p..r| rearranjados de modo que
Yp| <Yp+1] <--- <Y][r] e retorna a menor distancia
entre dois pontos da colecao.

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r) > Divisao e conquista
ser <p+2
entao > resolva o problema diretamente
senao ¢ < [(p+r)/2]
dg < DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,q)
dp + DISTANCIAREC-SH (XY, ¢+1,r)
INTERCALE (Y, X,p,q,r) > ordenaporY
devolva COMBINE (X,Y,p,r,dg,dp) J

NO O AW =
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Algoritmo de Shamos e Hoey

" Recebe X[p..r] e Yp..r],com X[p| < X[p+1] <--- < X[r].

Devolve X[p..r] e Y|p..r| rearranjados de modo que
Y[p| <Yp+1] <--- <Y]r] e retorna a menor distancia
entre dois pontos da colecao.

DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,r) > Divisao e conquista
ser <p+2
entao © resolva o problema diretamente
sendo ¢ « [(p+r)/2]
dg < DISTANCIAREC-SH (X,Y,p,q)
dp + DISTANCIAREC-SH (XY, ¢+1,r)
INTERCALE (Y, X, p,q,r)
devolva COMBINE (X,Y,p,r,dg,dp)

NO O HA~AWNN =

Consumo de tempo: T'(n) = T(|n/2])+T([n/2]) + O(n),
nden=r—p+ 1. Como antes, 7'(n) = O(nlgn). J
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Quase finalizando...

o -

Exercicio: Adapte o algoritmo COMBINE para a versao mais
bonita do algoritmo.

. |
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Quase finalizando...

o -

Exercicio: Adapte o algoritmo COMBINE para a versao mais
bonita do algoritmo.

Exercicio: Adapte os algoritmos vistos nesta aula para que
devolvam dois pontos da colecao que estejam a distancia
minima (em vez de devolver a distancia apenas).

. |
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Quase finalizando...

o -

Exercicio: Adapte o algoritmo COMBINE para a versao mais
bonita do algoritmo.

Exercicio: Adapte os algoritmos vistos nesta aula para que
devolvam dois pontos da colecao que estejam a distancia
minima (em vez de devolver a distancia apenas).

Exercicio: O algoritmo de divisao e conquista funciona se
trocarmos o 7 na implementacao com o comando para
por 67 E se trocarmos 0 6 por 57
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GeoComp 2014 —p. 30



Quase finalizando...

o -

Exercicio: Adapte o algoritmo COMBINE para a versao mais
bonita do algoritmo.

Exercicio: Adapte os algoritmos vistos nesta aula para que
devolvam dois pontos da colecao que estejam a distancia
minima (em vez de devolver a distancia apenas).

Exercicio: O algoritmo de divisao e conquista funciona se
trocarmos o 7 na implementacao com o comando para
por 67 E se trocarmos 0 6 por 57

Tarefa 1: UVA 10245 - The Closest Pair Problem

. |
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Quase finalizando...

o -

Exercicio: Adapte o algoritmo COMBINE para a versao mais
bonita do algoritmo.

Exercicio: Adapte os algoritmos vistos nesta aula para que
devolvam dois pontos da colecao que estejam a distancia
minima (em vez de devolver a distancia apenas).

Exercicio: O algoritmo de divisao e conquista funciona se
trocarmos o 7 na implementacao com o comando para
por 67 E se trocarmos 0 6 por 57

Tarefa 1: UVA 10245 - The Closest Pair Problem

Material coberto nas duas primeiras aulas:
Secs 7.1 — 7.3 do livro das JAL.

L Agora, as animacoes! J
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