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1. (Exercicio 5.4.5.2 do livro de O’Rourke — Diagrama de Voronoi unidimensional)
Um diagrama de Voronoi unidimensional de um conjunto P = {py,...,p,} de pon-
tos na reta (digamos, no eixo das abscissas) é um conjunto de pontos Vor(P) =
{z1,..., 2,1} tal que x; é o ponto médio do segmento p;p;+1. Descreva um critério
que permite que determinemos se um dado conjunto {zi,...,x,_1} de pontos é o
diagrama de Voronoi unidimensional de alguma colecao de pontos na reta. Qual é
o consumo de tempo do algoritmo resultante do critério que vocé obteve?

2. Prove que se P é um conjunto de n pontos do plano com no maximo k pontos
cocirculares entao cada vértice do diagrama de Voronoi de P tem grau entre 3 e k.

3. (Exercicio 5.4.5.3 do livro de O’Rourke — Diagrama de Voronoi cinético) Imagine
um conjunto de pontos movendo-se no plano, cada ponto com uma direcao e ve-
locidade fixas. Seja V(t) o diagrama de Voronoi destes pontos no instante t. E
um problema em aberto obter uma delimitacao justa para o niimero de diagramas
combinatorialmente distintos que podemos obter ao longo do tempo. Tente obter
a conhecida cota inferior de ©(n?). Em outra palavras, encontre um conjunto de
n pontos tal que V(¢) muda a sua estrutura combinatéria cn? vezes onde ¢ ¢ uma
constante. Ninguém foi capaz até agora de encontrar um exemplo onde mais de n?
mudangas sao necessarias, mas a melhor delimitagao superior conhecida ¢ O(n?) (cf.
Fu e Lee [1]; veja também Guibas, Mitchell e Roos [2]).

4. (Exercicio 5.3.3.1 do livro de O’Rourke — Poligono regular) Descreva o diagrama
de Voronoi e o grafo de Delaunay dos vértices de um poligono regular.

5. (DG(P) = Vor(P)) Descreva um algoritmo que, dado o grafo de Delaunay DG(P)
de um conjunto de pontos P, constréi Vor(P). Tente fazer um algoritmo linear.

6. (Veértice de Delaunay de grau grande) Descreva um conjunto P de n pontos, para
um n arbitrario, que nao contenha quatro pontos cocirculares, tal que o grafo de
Delaunay tenha um vértice de grau n — 1.

7. (Aresta de DG(P) a partir de P, e P,) Seja P um conjunto de pontos no plano e seja
{Py, P,} uma partigao de P. Prove que, se uv ¢ um segmento de menor comprimento
entre os segmentos em {p1ps | p1 € P; e py € Py}, entdo uv é uma aresta do grafo
de Delaunay.

8. (Atualizagao dinamica do grafo de Delaunay) Dado o grafo de Delaunay de um
conjunto P de n pontos e um ponto p em P, descreva um algoritmo que constroi
o grafo de Delaunay de P\ {p}. O consumo de tempo do seu algoritmo deve ser
O(klgk), onde k é o namero de arestas adjacentes ao ponto p. Mostre a corregao e
analise o consumo de tempo do seu algoritmo.



9.

10.

(Grafo de vizinhanga relativa) Um grafo de vizinhanga relativa (relative neighborhood
graph) de um conjunto P de n pontos do plano, denotado por RNG(P), é um grafo
cujo conjunto de vértices é P e existe uma aresta ligando dois pontos p e ¢ de S se

DisT(p,q) < min max{DIsT(p,r), DisT(q,7)}.
reS\{p.q}

Esta desigualdade determina uma regiao ‘proibida’ para o ponto r se p e ¢ sao
adjacentes no grafo de RNG(P). Esta regiao ¢ formada pela intersegao dos circulos
de centro p e ¢ e raio DIST(p, q).

(a) Prove que toda aresta de RNG(P) é uma aresta de DG(S5).

(b) (MST C RNG) Prove que toda aresta de uma arvore geradora Euclideana
minima de P (MST(P)) é uma aresta de RNG(P).

(c) Descreva um algoritmo de complexidade de tempo O(n?) que constréi o grafo
de vizinhanca relativa de um dado conjunto P de n pontos. Mostre a correcao
e analise do consumo de tempo do seu algoritmo.

(Construgao do diagrama de Delaunay on-line) Seja P um conjunto de n pontos e

seja p um ponto tal que p € P mas esta no fecho convexo de P.

(a) Mostre que se p é um ponto no interior do triangulo A(a, b, ¢) do grafo DG(P)
entdo pa, pb e pc sao arestas de DG(P U {p}).

(b) Mostre que se p é um ponto da aresta ab de DG(P) que é compartilhada pelos
triangulos A(a, b, c) e A(d,b,a) de DG(P), entao pa, pb, pc e pd sao arestas de
DG(PU {p}),

(c) Chamaremos de suspeitas as arestas de DG(P) que suspeitamos que nao fazem
parte de DG(P U {p}). Apos as operagoes descritas nos itens (a) e (b), quais
arestas de DG(P) sdo supeitas? Mostre como testar em tempo constante se
uma aresta suspeita pertence ou nao a DG(P U {p}).

(d) Se constatarmos que uma aresta suspeita ab nao pertence a DG(PU{p}), entao
qual aresta devera ser inserida no grafo? Depois de inserirmos esta aresta, quais
arestas que nao eram suspeitas passam a ser suspeitas?

(e) Quantas vezes uma aresta suspeita seréa testada?

(f) Dados o grafo de Delaunay de um conjunto P de n pontos, um ponto p & S
e o triangulo A(a, b, ¢) do grafo de Delaunay de P que contém p, descreva um
algoritmo que constréi o grafo de Delaunay de P U {p}. Seu algoritmo deve
consumir tempo O(k), onde k é o nimero de arestas inseridas mais o ntimero
de arestas removidas. (Se vocé nao conseguir um algoritmo O(k), entao tente
descrever um algoritmo O(n).) Mostre a corregao e analise o consumo de tempo
do seu algoritmo. (Note que o algoritmo pedido por este item é o passo central de um
algoritmo on-line que constréi o diagrama de Delaunay de um conjunto de n pontos
em tempo O(n?).)
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