Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Problema do Caixeiro Viajante

0

ados
grafo G
comprimento /;; da arestaij (ij € Eg)

Circuito hamiltoniano: circuito que passa por todos os vértices

Problema (TSP): Dados G e [, encontrar circuito
hamiltoniano C' em G de comprimento /(C') minimo.

o



Variantes do Caixeiro Viajante

TSP métrico o

# grafo completo

# funcao comprimento [ satisfaz
desigualdade triangular: ;; < lix +lx; Vi, j, k € Vg
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Variantes do Caixeiro Viajante

TSP métrico -

# grafo completo

# funcao comprimento [ satisfaz
desigualdade triangular: ;; < lix +lx; Vi, j, k € Vg

K

PNy

Resultados Conhecidos:

o NP-dificil mesmo se [, € {1,2} paratoda aresta e [GJ79]
# Dificil de aproximar [SG76]

® 3/2-aproximacao para o caso metrico [C76]

# PTAS para o caso euclideano [A98,M99]
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(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)



2-aproximacao p/o TSP Métrico
- -
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f(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
(2) Dobre as arestas da arvore (todos os vértices tem grau par)
(3) Obtenha ciclo euleriano P (polinomial)
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2-aproximacao p/o TSP Métrico
- -

(1) Arvore geradora de comprimento minimo (polinomial)
(2) Dobre as arestas da arvore (todos os vértices tem grau par)
(3) Obtenha ciclo euleriano P (polinomial)

ciclo euleriano: passeio fechado que passa

exatamente uma vez por cada aresta

(4) Obtenha de P circuito hamiltoniano C

(5) Devolva C
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Algoritmo TSPM-Rosenkrantz-Stearn-Lewis (G, ()
T < msT(G,1)
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P + euLer(T")
C' < ATALHO(P)

devolve C
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2-Aproximacao p/o TSP Métrico

Algoritmo TSPM-Rosenkrantz-Stearn-Lewis (G, ()
T < msT(G,1)
T+ T+T
P + euLer(T")
C' < ATALHO(P)

devolve C

Tempo de execucao: mlogn

n: O numero de vértices de ¢
m: 0 numero de arestas de G

o
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Delimitacao inferior: OPT > (T)
onde T é arvore geradora de comprimento minimo
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2-Aproximacao p/o TSP Métrico

fDelimi’[ac;é'lo inferior:  OPT > (T
onde T é arvore geradora de comprimento minimo

C*: circuito hamiltoniano de comprimento minimo
e. aresta de C*
C* — e € arvore geradora

OPT = I(C*)

Vv

[(C*—e) > I(T). O

Teorema: TSPM-Rosenkrantz-Stearn-Lewis é uma
2-aproximacao polinomial para o TSP métrico.

o [(C) < I(P) = (T') = 2U(T) < 20PT. O
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Algoritmo de Christofides
-

(1) Arvore geradora de comprimento minimo
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Arvore geradora de comprimento minimo
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Algoritmo de Christofides

- N

(1) Arvore geradora de comprimento minimo

N - \

N

(2) Emparelhamento perfeito de comprimento minimo no
subgrafo induzido pelos vertices de grau impar (polinomial)
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Algoritmo de Christofides
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(1) Arvore geradora de comprimento minimo

(2) Emparelhamento perfeito de comprimento minimo no
subgrafo induzido pelos vértices de grau impar (polinomial)
(3) Junte os dois obtendo 7" euleriano
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(1) Arvore geradora de comprimento minimo

(2) Emparelhamento perfeito de comprimento minimo no
subgrafo induzido pelos vértices de grau impar (polinomial)
(3) Junte os dois obtendo 7" euleriano
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(1) Arvore geradora de comprimento minimo

(2) Emparelhamento perfeito de comprimento minimo no
subgrafo induzido pelos veértices de grau impar (polinomial)
(3) Junte os dois obtendo 7" euleriano

(4) Obtenha ciclo euleriano P de T

(5) Obtenha de P circuito hamiltoniano C
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Algoritmo de Christofides
- -

(1) Arvore geradora de comprimento minimo

(2) Emparelhamento perfeito de comprimento minimo no
subgrafo induzido pelos veértices de grau impar (polinomial)
(3) Junte os dois obtendo 7" euleriano

(4) Obtenha ciclo euleriano P de T

(5) Obtenha de P circuito hamiltoniano C

L(6) Devolva C J



Algoritmo de Christofides

Algoritmo TSPM-Christofides (G, /)
T + msT(G, 1)
I <+ conjunto de vértices de grau imparde T
M < eomonDps(G|I],1)
"+ T+ M
P + euLeEr(T")
C' < ATALHO(P)
devolve C

(G|I]: subgrafo de G induzido por I)
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Algoritmo de Christofides

Algoritmo TSPM-Christofides (G, /)
T < msT(G,1)
I <+ conjunto de vértices de grau imparde T
M < epbmonDps(G|I],1)
"+ T+ M
P + euLer(T")
C' < ATALHO(P)
devolve C

(G|I]: subgrafo de G induzido por I)

Tempo de execucdo: n?
(n: 0 nUmero de vértices de G)

o |
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Algoritmo de Christofides

fUma segunda delimitacao inferior: OPT > 2I(M)
onde M é e. p. de comprimento minimo em G|/]

C*: circuito hamiltoniano de comprimento minimo
I: conj. vert. de grau impar de T (|| é par)




Algoritmo de Christofides

fUma segunda delimitacao inferior: OPT > 2I(M)
onde M é e. p. de comprimento minimo em G|/]

C*: circuito hamiltoniano de comprimento minimo
I: conj. vert. de grau impar de T (|| é par)
C': circuito induzido por C* em [




Algoritmo de Christofides

fUma segunda delimitacao inferior: OPT > 2I(M)
onde M é e. p. de comprimento minimo em G|/]

C*: circuito hamiltoniano de comprimento minimo
I: conj. vert. de grau impar de T (|| é par)
C': circuito induzido por C* em [

C’ determina dois e. p. em G[I]: M; e My



Algoritmo de Christofides
-

fUma segunda delimitacao inferior: OPT > 2I(M)
onde M é e. p. de comprimento minimo em G//].

Prova:

20(M) < I(My)+ (M)
= [(C"
< (CY) (pela desigualdade triangular)
= OPT
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Algoritmo de Christofides

. N

eorema: TSPM-Christofides € uma 1,5-aproximacao
polinomial para o TSP metrico.
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Algoritmo de Christofides

fT

eorema: TSPM-Christofides € uma 1,5-aproximacao

polinomial para o TSP metrico.

1(C)

<

[(T")
[(T) + 1(M)

1
OPT + 5 OPT

3
— OPT.
2

-
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Algoritmo de Christofides
fT

eorema: TSPM-Christofides € uma 1,5-aproximacao
polinomial para o TSP metrico.

(C) < (P
— (T
= U(T) + (M)

1
< OPT+  OPT

3
= —0OPT.
2

Melhor algoritmo de aproximacao conhecido
para o TSP métrico.

o

-



Algoritmo de Christofides
-

A analise é justa.
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Algoritmo de Christofides
fA

analise € justa.
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Algoritmo de Christofides
fA

Christofides
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2n + 1 vértices

analise € justa.



Algoritmo de Christofides
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Christofides

VWY

2n 4+ 1 vértices
Comprimento: 3n

analise € justa.



Algoritmo de Christofides
fA

Christofides

VWY

2n 4+ 1 vértices
Comprimento: 3n

analise € justa.

Circuito 6timo

N/

LComprimento: 2n + 1
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(1 + €)-aproximacgao polinomial para todo ¢ > 0 fixo

Arora’96 e Mitchel’96: PTAS para o TSP euclideano
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TSP Euclideano
fF>

TAS: esquema de aproximacao polinomial
(1 + €)-aproximacgao polinomial para todo ¢ > 0 fixo

Arora’96 e Mitchel’96: PTAS para o TSP euclideano
ldeia:
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TSP Euclideano
- -

TAS: esquema de aproximacao polinomial
(1 + €)-aproximagao polinomial para todo € > 0 fixo

Arora’96 e Mitchel’96: PTAS para o TSP euclideano

|deia:

Circuito que respeita portal: entra e sai dos quadrados da
disseccao atraves de portais.

Algoritmo: Encontra um circuito hamiltoniano mais curto
gue respeita os portais por programacao dinamica.

Tal circuito esta tao proximo quando se queira

Lde um TSP tour. J



Resultado de Inaproximabilidade

-

« : N — N funcao polinomialmente computavel

-

Teorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir
a(n)-aproximacao polinomial p/o TSP(G, 1), onde n := |V4|,
entao P=NP.
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Resultado de Inaproximabilidade

. N

« : N — N funcao polinomialmente computavel

Teorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir
a(n)-aproximacao polinomial p/o TSP(G, 1), onde n := |V4|,
entao P=NP.

Problema HC: Dado G, decidir se G tem ou nao um circuito
hamiltoniano.

#® NP-completo [K72]

o |



Resultado de Inaproximabilidade

. N

eorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir
a(n)-aproximacao polinomial p/o TSP(G, 1), onde n := |V4|,
entao P=NP.

a(n)-aproximagao polinomial p/o TSP

g

algoritmo polinomial p/o HC
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Resultado de Inaproximabilidade

. N

eorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir
a(n)-aproximacao polinomial p/o TSP(G, 1), onde n := |V4|,
entao P=NP.

a(n)-aproximacao polinomial p/o TSP «+ A

g

algoritmo polinomial p/o HC <+ B
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Resultado de Inaproximabilidade

fT

eorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir
a(n)-aproximacao polinomial p/o TSP(G, 1), onde n := |V4|,
entao P=NP.

-

a(n)-aproximacao polinomial p/o TSP «+ A

g

algoritmo polinomial p/o HC <+ B
Algoritmo B (G)
H «+ grafo completo em Vg
para cada e em Eq facal, < 1
paracadaeem Egx \ Eg facal. < a(|Vg|)|Va| + 1
C + A(H,I)
se [(C) < af|Va|)|Val
entao devolva “Sim”

senao devolva “Nao”



Resultado de Inaproximabilidade

o N

polinomial = B polinomial



Resultado de Inaproximabilidade

o N

se existe circuito hamiltoniano em G,
entao OPT = |V e

polinomial = B polinomial

I(C) < a(|Vg]) OPT = a(|Vg|)|[Val.



Resultado de Inaproximabilidade
A

se existe circuito hamiltoniano em G,
entao OPT = |V e

polinomial = B polinomial

I(C) < a(|Vg]) OPT = a(|Vg|)|[Val.

se nao existe circuito hamiltoniano em G,
entao

[(C) = a|Va|)|Val +1

pois gq circ. hamilt. usa e € Eq
(e, le = a(|Va])|Va| + 1).

o

-



Para completar...

D
P Métrico
P Euclideano
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nstancia:

# conjunto base finito £
® colecao S ={9i,...,S,} de subconjuntos de F£
® custoc; >0 paracada S; emS

Objetivo: encontrar cobertura S’ C S de £ de custo minimo.

Relaxacao linear: Dados F, S e ¢, encontrar = que
minimize » . c; x;
sujeito a ) r; > 1 paracadaeem E
X >0paraj=1,...,m
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Cobertura por conjuntos

fI

nstancia:

# conjunto base finito £
® colecao S ={9i,...,S,} de subconjuntos de F£
® custoc; >0 paracada S; emS

Objetivo: encontrar cobertura S’ C S de £ de custo minimo.

Relaxacao linear: Dados F, S e ¢, encontrar = que
minimize » . c; x;
sujeito a ) r; > 1 paracadaeem E
X >0paraj=1,...,m

j:e€sS;

LEste é o0 programa primal, que denotaremos por (P). J



Arredondamento deterministico

f ARREDDET (£, S, ¢) > S =1{51,...,5m} T
r* < solucao da relaxacao linear (P)
para cada e em F faca
Je < ‘{] Lec Sj}‘
[+ max{f.:e € FE}
[« {j:x;>1/f}
devolva /

o Ok~ 0wWON =
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Arredondamento deterministico

- N

ARREDDET (FE, S, ¢) >SS ={51,...,5n}
1 2% + solucao da relaxacao linear (P)
para cada e em F faca
fe+1{j e S}
[+ max{f.:e € FE}
I {j:at>1/f)
devolva /

o 01k~ W

Como (P) pode ser resolvido em tempo polinomial,
0 consumo de tempo do algoritmo € polinomial.

o |
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Arredondamento deterministico

f ARREDDET (£, S, ¢) > S =1{51,...,5m} T
1 2% + solucao da relaxacao linear (P)
para cada e em F faca
Je < [{j e € S5}
[+ max{f.:e€ E}
[« {j:x;>1/f}
devolva /

o 01k~ W

Como (P) pode ser resolvido em tempo polinomial,
0 consumo de tempo do algoritmo € polinomial.

Mas / € mesmo uma cobertura®?

Como Zj:eesj z; > 1 tem exatamente f. < f termos,
Lum deles tem que valer pelo menos 1/f. J



-

Arredondamento deterministico

-

ARREDDET (FE, S, ¢) >SS ={51,...,5n}
r* < solucao da relaxacao linear (P)
para cada e em F faca

fo1{jee s}
[+ max{f.:e € FE}
I {j:at>1/f)

1

o 01k~ W

devolva /

Lema: I € uma cobertura.

Prova: Gomo » ;. g
um deles tem que valer pelo menos 1/f. n

o

x;‘ > 1 tem exatamente f. < f termos,



Arredondamento deterministico

f ARREDDET (FE, S, ¢) > S ={51,...,5}
1 2* + solugao da relaxacao linear (P)
2 paracadaecem F faca
3 fe+—{j:e€S;}
4 <+ max{f.:e€ FE}
5 [+ {j:x;>1/f}
6 devolva /

Lema: I € uma cobertura.

-

. b S
Prova: Como ijeesj z; > 1 tem exatamente f. < f termos,

um deles tem que valer pelo menos 1/f.

Teorema: ARREDDET é uma f-aproximacao.

LProva: c(l) =2 erci < (¢ fa})=fzfp < fOPT.

.
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Arredondamento de solucao dual

ARREDDUAL (£, S, ¢) >SS ={51,...,5n}
1  y* < solucao do dual da relaxacao linear (P)
2 1" {]: D ees Ve =}
3 devolva /'

-



Arredondamento de solucao dual

- N

ARREDDUAL (£, S, ¢) >SS ={51,...,5n}
1  y* < solucao do dual da relaxacao linear (P)
2 1" {]: D ees Ve =}
3 devolva /'

O consumo de tempo € polinomial.
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Arredondamento de solucao dual

- N

ARREDDUAL (E, S, ¢) >SS ={51,...,5n}
1  y* < solucao do dual da relaxacao linear (P)

2 1" {]: D ees Ve =}
3 devolva /'
O consumo de tempo € polinomial.

Lema: I’ é uma cobertura.
Prova feita na aula.

o |



Arredondamento de solucao dual

- N

ARREDDUAL (£, S, ¢) >SS ={51,...,5n}
1  y* < solucao do dual da relaxacao linear (P)
2 1" {]: D ees Ve =}
3 devolva /'

O consumo de tempo € polinomial.

Lema: I’ é uma cobertura.
Prova feita na aula.

Teorema: ARREDDUAL € uma f-aproximagao.
Prova feita na aula.

o |



-

Algoritmo primal-dual

PRIMALDUAL (E, S, ¢) >SS ={S1,...,5m}

1

2
3
4
5
6
/

para cada e em £ faca y. < 0
[ < {] : Z@ESj Ye = Cj}

-

enquanto existe ¢ que nao é coberto por / faca

e <— min{c; — Zeesj ye - j tal que €’ € S}
Ye' < Ye! T €
[ HJ: 2ces, Ve = i}

devolva /



-

Algoritmo primal-dual

PRIMALDUAL (E, S, ¢) >SS ={S1,...,5m}

1

2
3
4
5
6
/

para cada e em £ faca y. < 0
[ < {] : Z@ESj Ye = Cj}

-

enquanto existe ¢ que nao é coberto por / faca

e <— min{c; — Zeesj ye - j tal que €’ € S}
Ye' < Ye! T €
[ HJ: 2ces, Ve = i}

devolva /

Consumo de tempo polinomial, sem resolucao de PL!

o



-

Algoritmo primal-dual

PRIMALDUAL (E, S, ¢) >SS ={S1,...,5m}

1

2
3
4
5
6
/

para cada e em £ faca y. < 0
[ < {] : Z@ESj Ye = Cj}

-

enquanto existe ¢ que nao é coberto por / faca

e <~ min{c; — ) g Ve : jtal que e’ € 55}
Ye! < Yer T €
I 17 2 ces; Ye = i}

devolva /

Consumo de tempo polinomial, sem resolucao de PL!

Claro que / € uma cobertura.

o



Algoritmo primal-dual

- N

PRIMALDUAL (FE,S,¢) > S ={51,...,5}
1 paracadacecem FE faca y. < 0

2 < {J: D ces, Ye = ¢}

3 enquanto existe ¢’ que nao € coberto por / faca
4 € < min{c; _Zeesj ye - j tal que €’ € S}

5 Ye! < Ye' T €

6 I {71 D ces, Ye = ¢}

7/ devolva /|

Consumo de tempo polinomial, sem resolucao de PL!
Claro que / € uma cobertura.
Teorema: PRIMALDUAL é uma f-aproximacao.
A mesma prova do ARREDDUAL funciona! o



Algoritmo guloso

~ GULOSO (E,S,¢) >8 ={S5,...,5m}

coONOO1T A OWODN—

I+ 0 )
para j < 1 ate m faca S; < S
enquanto / nao € uma cobertura faca

k<« argmin{hgﬁ . 7 é tal que S} + 0}

[+ TU{k}
para j < 1 até m faca
Sj < S’j \ Sk
devolva /



Algoritmo guloso

~ GULOSO (E,S,c) >SS ={51,...,5m)
I+ 0

para j < 1 até m faga S; < S,
enquanto / nao € uma cobertura faca

k<« argmin{hgﬁ . 7 é tal que S} + 0}

[+ TU{k}
para j < 1 até m faca
Sj <— S’j \ Sk
devolva /

coONOO1T A OWODN—

Consumo de tempo polinomial, sem resolucao de PL!

o



Algoritmo guloso

~ GULOSO (E,S,c) >SS ={51,...,5m)
I+ 0

para j < 1 até m faga S; < S,
enquanto / nao € uma cobertura faca

k<« argmin{hgﬁ . 7 é tal que S} + 0}

[+ TU{k}
para j < 1 até m faca
Sj <— S’j \ Sk
devolva /

coONOO1T A OWODN—

Consumo de tempo polinomial, sem resolucao de PL!
Claro que / € uma cobertura.

o



Algoritmo guloso

~ GULOSO (E,S,¢) >8 ={S1,...,5,} o
1 T+0
2 para;« 1atémfacaS; < S,
3 enquanto / nao é uma cobertura faca
4 k%argmin{hgﬁ . j é tal que S; # 0}
3) I+ TU{k}
6 para j < 1 até m faca
/ ,SA’j — S’j \ Sk
8 devolva /

Consumo de tempo polinomial, sem resolucao de PL!
Claro que / € uma cobertura.
Teorema: GULOSO é uma H,-aproximacao, onde n = |E|.

o |
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