Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Problemas de Otimizacao Combinatoria

fconjunto de instancias T

para cada instancia I,
um conjunto Sol(7) de solugOes viaveis e
uma fungao val(S) para cada solugao S em Sol([)
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fconjunto de instancias T

para cada instancia I,
um conjunto Sol(7) de solugOes viaveis e
uma fungao val(S) para cada solugao S em Sol([)

Se Sol([) é vazio, I € inviavel, caso contrario, I € viavel.

Problema de minimizacao: Dada uma instancia I viavel,
encontrar uma solucao S em Sol(7) tal que val(S) € minimo.

Problema de maximizacao: Dada uma instancia I viavel,
encontrar uma solugao S em Sol([7) tal que val(S) € maximo.
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fconjunto de instancias T

para cada instancia I,
um conjunto Sol(7) de solugOes viaveis e
uma fungao val(S) para cada solugao S em Sol([)

Se Sol([) é vazio, I € inviavel, caso contrario, I € viavel.

Problema de minimizacao: Dada uma instancia I viavel,
encontrar uma solucao S em Sol(7) tal que val(S) € minimo.

Problema de maximizacao: Dada uma instancia I viavel,
encontrar uma solugao S em Sol([7) tal que val(S) € maximo.

Lopt([): valor 6timo (valor de uma solugao otima) J
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Como lidar com problemas NP-dificeis?

fUm dito em engenharia: T
“Rapido. Barato. Confiavel. Escolha dois.”

Podemos ter algoritmos que (1) encontram solucoes 6timas
(2) em tempo polinomial (3) para qualquer instancia.

Abrimos mao de (3) quando procuramos casos particulares

do problema que conseguimos resolver eficientemente.
Em programacao inteira por exemplo abre-se mao de (2).

Em algoritmos de aproximacgao, abrimos mao de (1):

buscamos boas solucoes que
L possam ser obtidas eficientemente. J



Algoritmos de aproximacao

-

fAlgori’[mo A € de aproximagao se
é polinomial e existe o > 0 tal que

val(A(l)) < a - opt (1)

para toda instancia / do problema (de minimizacao).
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Algoritmos de aproximacao

-

fAlgori’[mo A € de aproximagao se
é polinomial e existe o > 0 tal que

val(A(l)) < a - opt (1)
para toda instancia / do problema (de minimizacao).
A € uma a-aproximacao e

o € a razao de aproximacgao (ou garantia de performance).
« > 1 para problemas de minimizacao
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Algoritmos de aproximacao

-

fAlgori’[mo A € de aproximagao se
é polinomial e existe o > 0 tal que

val(A(l)) < a - opt (1)
para toda instancia / do problema (de minimizacao).
A € uma a-aproximacao e

o € a razao de aproximacgao (ou garantia de performance).
« > 1 para problemas de minimizacao

Para problemas de maximizacao,
a desigualdade ¢ invertida e o < 1.

LObjetivo: « tao perto de 1 quanto possivel J



Escalonamento de maquinas idénticas

f Dados: ¢ maquinas T
n tarefas
duracao d[i| datarefai (i=1,...,n)

escalonamento: particao {M[1],..., M[q]} de {1,...,n}
o ®
tarefas — ® | maquinas




Exemplo 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

o |
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Exemplo 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

o



Problema

- Encontrar um escalonamento com tempo de conclusdo |
minimo.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14




NP-dificil mesmo para ¢ = 2

- N

Algoritmo: testa todo M|[1] C {1,...,n} e escolhe melhor
2" subconjuntos = exponencial

NP-dificil = € improvavel que exista algoritmo polinomial
gue resolva o problema (se existir, P = NP) J



Algoritmo de Graham

-

tribui, uma a uma, cada tarefa a maquina menos ocupada.

fA

® © o o o o
dil]  d2] 43 d4] 45 de]  d[T
3 2 7 5 1 0 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

=

=

=
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Algoritmo de Graham

A N

tribui, uma a uma, cada tarefa a maquina menos ocupada.
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Escalonamento-Graham

-

fRec:ebe numeros inteiros positivos ¢ € n e um vetor d[1..n]
e devolve um escalomento de {1,...,n} em ¢ maquinas.

ESCALONAMENTO-GRAHAM (¢, n, d)
para j < 1 até ¢ faca
MIj] < 0
T1j]l 0
para: < 1 até n faca
seja k tal que T'|k] € minimo
MIE] < M[E] U {i}
T[k] < T[k] + d[i]
devolva {M|1],..., M[q]}

0 NO Or WO =



Delimitacoes para opt

-

opt = menor tempo de conclusao de um escalonamento

# Duracao da tarefa mais longa:
opt > max{d|[1],d|2],...,d|n|}

# Distribuicao balanceada:

d[1] + d[2] + - - - + d[n]
q

opt >

-



Fator de aproximacao

~ Tg: conclusdo do escalonamento obtido pelo algoritmo |
i: Ultima tarefa a concluir
J: maquina em que i esta, a partir do instante T

1 2 3 4 .. T Te




Fator de aproximacao (cont.)

~ Tg: conclusdo do escalonamento obtido pelo algoritmo |
i: Ultima tarefa a concluir
J: maquina em que i esta, a partir do instante T

1 2 3 4 .. T I
MI[1]
M[j]
Mlq]
 Teg<d+-4dn] = p< A+t dn B



Fator de aproximacao (cont.)

1 2 3 4 ... T
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Conclusao

f ESCALONAMENTO-GRAHAM (¢, n, d)
para j < 1 até ¢ faca
MIj] < 0
T1jl 0
para: < 1 até n faca
seja k tal que T'|k] € minimo
MIE] < M[E] U {i}
T[k] < T[k] + d[i]
devolva {M|1],..., M[q]}

00 NO Or WO =

Teorema: O algoritmo ESCALONAMENTO-GRAHAM € uma

Lz-aproximagéo.
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Uma melhora no algoritmo
R

Ordene as tarefas pelo tempo de processamento,
com as mais longas primeiro, e aplique
ESCALONAMENTO-GRAHAM.

egra LPT: longest processing time rule

Exercicio:
Mostre que o algoritmo resultante € uma %-aproximac;éo.

(Na verdade, ele é uma 3-aproximag&o.)

Existe um PTAS para este problema.

LPTAS: polynomial-time approximation scheme J
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fDados: grafo completo G = (V, E), inteiro k£ > 0 e distancias
d;; para cada: e j em V tais que d;; = 0 para todo 1,
di]‘ = a;; para todo: e 71, € d@j < d;p + dgj.

S conjunto nao vazio de veértices
d(1,5) := min{d(i,j) : j € S}
raio de S: max{d(:,S):i €V}

Objetivo: encontrar conjunto S com k vértices de V' e raio
minimo.
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Problema dos k-centros

- N

ados: grafo completo G = (V, F), inteiro k£ > 0 e distancias
d;; para cada: e j em V tais que d;; = 0 para todo 1,
di]‘ = a;; para todoie j, e d@j < d;p + dgj.

S conjunto nao vazio de veértices
d(1,5) := min{d(i,j) : j € S}
raio de S: max{d(:,S):i €V}

Objetivo: encontrar conjunto S com k vértices de V' e raio
minimo.

Vamos mostrar uma 2-aproximacao para o problema.
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fVamos suporque V ={1,....,n} e seja r o valor 6timo.

Se soubéssemos o valor o0timo...

INFORMADO (n, k, d)

’
2

3

4
Q)
6

S« () «—V

enquanto |’ £ () faca
seja s um elemento arbitrario de

S+ SU{s}
remova de
devolva S

0S vértices a distancia até 2 de s

-



Se soubéssemos o valor o0timo...

fVamos suporque V ={1,....,n} e seja r o valor 6timo. T

INFORMADO (n, k, d)

1T S« «—V

2 enquanto |’ £ () faca

3 seja s um elemento arbitrario de

4 S+ SU{s}

5 remova de |/’ os vertices a distancia até 2r de s
6 devolva S

O algoritmo acima usaria no maximo k centros.
Prova feita em aula.
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Se soubéssemos o valor o0timo...

fVamos suporque V ={1,....,n} e seja r o valor 6timo. T

INFORMADO (n, k, d)

1T S« «—V

2 enquanto |’ £ () faca

3 seja s um elemento arbitrario de

4 S+ SU{s}

5 remova de |/’ os vertices a distancia até 2r de s
6 devolva S

O algoritmo acima usaria no maximo k centros.
Prova feita em aula.

LFag:a uma busca binaria pelo valor 6timo. J



Mas nao precisa do valor 6timo...
N -

amos suporque V = {1,...,n}.
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Mas nao precisa do valor 6timo...
N -

amos suporque V = {1,...,n}.

GULOSO (n, k, d)

1 S« {1}

2 enquanto |S| < & faca

3 j « argmax{d({,S): L€V}
4 S+ SuU{j}

5 devolva S

Teorema: GULOSO € uma 2-aproximacao para o problema
dos k-centros.

Prova feita em aula.
a J
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Problema dos k-centros

fTeorema: Se existe uma «a-aproximacao para o problema T
dos k-centros com a < 2, entao P = NP.

Prova: Reducao do conjunto dominante.

Prova feita em aula.
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