Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Lalocagéo de homens a mulheres.
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Casamentos estaveis

fH - conjunto de homens M - conjunto de mulheres T
Cada homem tem ordem estrita de preferéncia sobre /.

de H em M.
alocacao de homens a mulheres.

Um emparelhamento € instavel se
existem homens h e i’/ e mulheres m e m’ tq
m € emparelhada com h, m’ com i/, mas m'=,m e h=,,/ .

Neste caso, h e m' preferiam se casar um com o outro.

O par (h,m") é um ,
Le emparelhamento & se nao tem par bloqueador. J
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Casamentos estaveis: exemplo

5 N

rdens de preferéncias para n = 3:

mo  mip  mi  h h3 h1
mi1 m3 mg  h3 hq h3
ms3 Mo M3 ho ho ho

O emparelhamento {(h1,m1), (ha, m2), (hg, m3)} € instavel,
pois (h1,m2) € um par bloqueador.



Casamentos estaveis: exemplo

fO

rdens de preferéncias para n = 3:

mo mq mq h1 h3 hl

mi  ms3 Mo h3 hq h3

mg mg m3 hy  hy  ho
O emparelhamento {(h1,m1), (ha, m2), (hg,m3)} € instavel,
pois (h1,m2) € um par bloqueador.
Ja o emparelhamento {(hy,m1), (he,m3), (hs,ms)} é estavel.

o |



Casamentos estaveis: exemplo

fO

rdens de preferéncias para n = 3:

mo mq mq h1 h3 hl

mi  ms3 Mo h3 hq h3

mg mg m3 hy  hy  ho
O emparelhamento {(h1,m1), (ha, m2), (hg,m3)} € instavel,
pois (h1,m2) € um par bloqueador.
Ja o emparelhamento {(hy,m1), (he,m3), (hs,ms)} é estavel.

Dadas as listas de preferéncias de todos,
existe emparelhamento estavel?

LComo encontrar um, se existe? J
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Vv

ersao com proposta masculina: T

Cada homem propode a primeira mulher de sua lista.

Cada mulher que recebeu mais de uma proposta recusa
todas, exceto a do homem mais alto em sua lista.

Para esse, posterga a sua resposta.
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oy N

ersao com proposta masculina:
Cada homem propode a primeira mulher de sua lista.

Cada mulher que recebeu mais de uma proposta recusa
todas, exceto a do homem mais alto em sua lista.
Para esse, posterga a sua resposta.

Nova rodada:

Cada homem que teve sua proposta recusada
propde a proxima mulher de sua lista.
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Algoritmo da aceitacao postergada

oy N

ersao com proposta masculina:
Cada homem propode a primeira mulher de sua lista.

Cada mulher que recebeu mais de uma proposta recusa
todas, exceto a do homem mais alto em sua lista.
Para esse, posterga a sua resposta.

Nova rodada:

Cada homem que teve sua proposta recusada
propde a proxima mulher de sua lista.

Cada mulher com mais de uma proposta recusa todas,
exceto a do homem mais alto em sua lista.

Eventualmente recusa proposta recebida em rodada anterior.
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Algoritmo com proposta masculina
fc

Cada mulher que recebeu mais de uma proposta recusa
todas, exceto a do homem mais alto em sua lista.
Para esse, posterga a sua resposta.

-

ada homem propde a primeira mulher de sua lista.

Cada homem que teve sua proposta recusada
propde a proxima mulher de sua lista.

Cada mulher com mais de uma proposta recusa todas,
exceto a do homem mais alto em sua lista.
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Algoritmo com proposta masculina
fc

Cada mulher que recebeu mais de uma proposta recusa
todas, exceto a do homem mais alto em sua lista.
Para esse, posterga a sua resposta.

-

ada homem propde a primeira mulher de sua lista.

Cada homem que teve sua proposta recusada
propde a proxima mulher de sua lista.

Cada mulher com mais de uma proposta recusa todas,
exceto a do homem mais alto em sua lista.

Repete esse processo,
sempre progredindo nas listas dos homens.
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Algoritmo com proposta masculina
fc

Cada mulher que recebeu mais de uma proposta recusa
todas, exceto a do homem mais alto em sua lista.
Para esse, posterga a sua resposta.

-

ada homem propde a primeira mulher de sua lista.

Cada homem que teve sua proposta recusada
propde a proxima mulher de sua lista.

Cada mulher com mais de uma proposta recusa todas,
exceto a do homem mais alto em sua lista.

Repete esse processo,
sempre progredindo nas listas dos homens.

LO processo entdo termina (ndo mais que n? rodadas). J
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ms M9 ms h2 h2 h2
hi propoe para mo
ho propoe para m;
hs propoe para m;

mq rejeita a proposta de hs.

o



Algoritmo no exemplo

mo  mi My h1 h3 h1
1 3 mo9 h3 hl h3
m3g mg m3g hy  he  ho

hi propoe para mso
ho propoe para m;
hs propoe para m;

mq rejeita a proposta de hs.

ho propOe para ms, € o0 algoritmo termina.
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Algoritmo no exemplo

mo  mi My h1 h3 h1
1 3 mo9 h3 h1 h3
m3g mg m3g hy  he  ho

hi propoe para mso
ho propoe para m;
hs propoe para m;

mq rejeita a proposta de hs.
ho propoe para ms, € 0 algoritmo termina.

Emparelhamento produzido: {(h1,m2), (ha,m3), (h3,m1)}
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Algoritmo no exemplo

mo  mip  mi1  h h3 hq
1 3 m9 h3 h1 h3
m3 mg m3  ho ha ho

hi propoe para mso
ho propoe para m;
hs propoe para m;

mq rejeita a proposta de hs.
ho propoe para ms, € 0 algoritmo termina.

Emparelhamento produzido: {(h1,m2), (ha, m3), (hs, m1)}
LNote qgue tal emparelhamento é estavel! J



Estabilidade do emparelhamento

fTeorema: O emparelhamento produzido pelo algoritmo da T
aceitacao postergada € estavel.

Prova feita na aula.
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Estabilidade do emparelhamento

fTeorema: O emparelhamento produzido pelo algoritmo da T
aceitacao postergada € estavel.

Prova feita na aula.

No exemplo, aplicando a versao da proposta feminina,
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Estabilidade do emparelhamento

fTeorema: O emparelhamento produzido pelo algoritmo da T
aceitacao postergada € estavel.

Prova feita na aula.

No exemplo, aplicando a versao da proposta feminina,
obtemos o emparelhamento {(hy,m1), (he,m3), (hs,m2)}.

my  m1 mi  hy hy M

mi1  m3 m2 hy  hy  hg

m3 mg m3 hy  he  ho
Diferente do obtido pela proposta masculina!
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Estabilidade do emparelhamento

fTeorema: O emparelhamento produzido pelo algoritmo da T
aceitacao postergada € estavel.

Prova feita na aula.

No exemplo, aplicando a versao da proposta feminina,
obtemos o emparelhamento {(hy,m1), (he,m3), (hs,m2)}.

my  m1 mi  hy hy M

mi1  m3 m2 hy  hy  hg

m3 mg m3 hy  he  ho
Diferente do obtido pela proposta masculina!

Ha alguma diferenca significativa entre estes
Lemparelhamentos? J
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paratodo hem H e u(j) = v(j) para algum j em H.
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emparelhamento estavel i tq u(h) =5 v(h) ou u(h) = v(h)
paratodo hem H e u(j) = v(j) para algum j em H.

Definicao de emparelhamento 6timo-feminino é analoga.
Teorema: O algoritmo da aceitagao postergada com
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Dica para a prova anterior

fSeja best(h) a mulher mais bem posicionada na lista de i tqj
existe emparelhamento estavel com h casado com best(h).
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Dica para a prova anterior
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Dica para a prova anterior

fSeja best(h) a mulher mais bem posicionada na lista de i th
existe emparelhamento estavel com h casado com best(h).
Considere S = {(h,best(h) : h € H}.

Qualqguer que seja a ordem em que 0s homens proponham
no algoritmo da proposta masculina, o emparelhamento
produzido é exatamente S.

Em particular, S € um emparelhamento!

Se provarmos 0 acima, provamos o teorema anterior.
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Dica para a prova anterior

fSeja best(h) a mulher mais bem posicionada na lista de i tqj
existe emparelhamento estavel com h casado com best(h).

Considere S = {(h,best(h) : h € H}.

Qualqguer que seja a ordem em que 0s homens proponham
no algoritmo da proposta masculina, o emparelhamento
produzido é exatamente S.

Em particular, S € um emparelhamento!
Se provarmos o0 acima, provamos o teorema anterior.

Exercicio: Defina worst(m) analogamente e mostre que, no
algoritmo da proposta masculina, cada mulher m fica

Lcasada com worst(m). J
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Prova de estratégia

-

fEmparelhamento v € otimo-masculino se nao ha
emparelhamento estavel 1 tq u(h) =5 v(h) ou u(h) = v(h)
paratodo hem H e u(j) =; v(j) para algum j em H.

Definicao de emparelhamento 6timo-feminino é analoga.
Teorema: O algoritmo da aceitagao postergada com

proposta masculina (feminina) produz um escalonamento
otimo-masculino (6timo-feminino).

Teorema: O algoritmo da aceitagao postergada com

proposta masculina (feminina) € um mecanismo
a prova de estratégia para os homens (mulheres) .
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Prova de estratégia

-

fEmparelhamento v € otimo-masculino se nao ha
emparelhamento estavel 1 tq u(h) =5 v(h) ou u(h) = v(h)
paratodo hem H e u(j) =; v(j) para algum j em H.

Definicao de emparelhamento 6timo-feminino é analoga.
Teorema: O algoritmo da aceitagao postergada com

proposta masculina (feminina) produz um escalonamento
otimo-masculino (6timo-feminino).

Teorema: O algoritmo da aceitagao postergada com

proposta masculina (feminina) € um mecanismo
a prova de estratégia para os homens (mulheres) .

Lc')bvio do que foi provado no slide anterior. o
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