Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Analise do Union-Find

CLRS cap 21
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Colecao de conjuntos disjuntos

-

Queremos uma ED boa para representar uma particao de
um conjunto, e as seguintes operagoes sobre a particao:

-



Colecao de conjuntos disjuntos

-

Queremos uma ED boa para representar uma particao de
um conjunto, e as seguintes operagoes sobre a particao:

® MAKESET(z): cria um conjunto unitario com o
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contém x e y pela unido deles.
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Colecao de conjuntos disjuntos

-

Queremos uma ED boa para representar uma particao de
um conjunto, e as seguintes operagoes sobre a particao:

® MAKESET(z): cria um conjunto unitario com o
elemento z;

® FINDSET(x): devolve o identificador do conjunto da
particao que contém z;

# UNIoN(x,y): substitui os conjuntos da particao que
contém x e y pela unido deles.

O identificador de um conjunto € um elemento do conjunto:

O Seu representante.
Como podemos armazenar cada conjunto da particao?

o

-



Implementacao 1 do union-find

- N

Make-Set ()
1 palzr] =z
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Implementacao 1 do union-find
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1 palzr] =z

Find ()

1 r+x

2 enquanto pai|r| # r faca
3 r < pailr]

4 devolva r
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1 palzr] =z

Find ()

1 r+z

2 enquanto pai|r| # r faca
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Union (z,y) > x € y representantes distintos
1 paily] + x



Implementacao 1 do union-find

f Make-Set () T
1 palzr] =z
Find ()
1 r+z
2 enquanto pai|r| # r faca
3 r < pailr]

4 devolva r

Union (z,y) > x € y representantes distintos
1 paily] + x

Consumo de tempo: do Find pode ser muito ruim... ©(n).
Temos que fazer melhor...

o



Implementacao 2

- Heuristica dos tamanhos
Make-Set (x)
1 palzr] =z
2 rank|x| < 0



Implementacao 2

fHeun’stica dos tamanhos

Make-Set (x)
1 palzr] =z
2 rank|x| < 0

Find (z): 0 mesmo de antes
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Implementacao 2

fHeun’stica dos tamanhos T

Make-Set ()
1 palzr] =z
2 rank|x| < 0

Find (z): 0 mesmo de antes

Union (z,y) > x € y representantes distintos
1 se rank|z] > rank|y]

2 entao pai[y| < =z

3 se rank|x| = rank]y]

4 entao rank|z| < rank[z] + 1

5 senao pai[x] «+ y



Implementacao 2

fHeurl'stica dos tamanhos T

Make-Set (x)
1 palzr] =z
2 rank|x| < 0

Find (z): 0 mesmo de antes

Union (z,y) > x € y representantes distintos
1 se rank|z] > rank|y]

2 entao pai[y| < =z

3 se rank|x| = rank]y]

4 entao rank|z| < rank[z] + 1

5 senao pai[x] «+ y

Consumo de tempo: melhor... ©(lgn).
D4 para fazer melhor ainda! J



Implementacao 3

fHeun’stica da compressao dos caminhos

Find ()
1 if pailz] # x
2 entao pailz| < Find (pai[z])

3 devolva pai|z]



Implementacao 3

fHeun’stica da compressao dos caminhos T

Find ()

1 if pailz] # x
2 entao pailz| < Find (pai[z])
3 devolva pai|z]

Consumo amortizado de tempo de cada operacao:
O(lg" n),

onde lg" n é o numero de vezes que temos que aplicar o g
até atingir um ndmero menor ou igual a 1.

o |



Implementacao 3

fHeun’stica da compressao dos caminhos T

Find ()

1 if pailz] # x
2 entao pailz| < Find (pai[z])
3 devolva pai|z]

Consumo amortizado de tempo de cada operacao:
O(Ig™ n),

onde lg" n é o numero de vezes que temos que aplicar o g
até atingir um ndmero menor ou igual a 1.

Na verdade, € melhor do que isso,

Le h4d uma analise justa, conforme discutido em aula. J



Union-Find

Make-Set (x)
1 pailzr] =z
2 rank|x| < 0

Find ()
1 ifpailz] #x
2 entao pai[z| < Find (pai[z])

3 devolva pai|z]

Union (z,y) > x € y representantes distintos
1 se rank|z] > rank|y]
entao pai[y| < «
se rank|x] = rank|y]
entao rank[z] « rank[z] + 1

senao pailz] + y J

OB~ N



Union-Find

Union (z,y)

1 2+ Find ()

2 ¢y « Find (y)

3 seix #£y

4 entao Link (2/, /)

Link (z,y) > x e y representantes distintos
1 se rank|x| > rank|y]

2 entao paify] «+ =

3 se rank|x| = rank|y]

4 entao rank|x| < rank[z] + 1
5 senao paiz] + y



Analise

-

fDada sequéncia de MAKESET, FINDSET € UNION,
converta-a em uma sequéncia de MAKESET, FINDSET € LINK.

o |
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Analise

-

fDada sequéncia de MAKESET, FINDSET € UNION,
converta-a em uma sequéncia de MAKESET, FINDSET € LINK.
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Analise

- N

ada sequéncia de MAKESET, FINDSET € UNION,
converta-a em uma sequéncia de MAKESET, FINDSET € LINK.

Sequéncia de m operagcOes MAKESET, FINDSET € LINK
das quais n Sa0 MAKESET.

Custo amortizado de cada operacgao: O(lg™ n).
Seja lg!M) 2 = 1g 2.
Para i > 2, seja lg¥ z = 1g(1g" Y 2).

A funcao Ig* n é definida da seguinte maneira:

L lg*n = min{i : lg® n < 1}. J



Analise: a funcao potencial

- N

ara cada no z da floresta, o grupo de = € o conjunto

G(r) = {y : lg"(rankly]) = lg"(rank[z])}.
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Analise: a funcao potencial
fF>

ara cada no z da floresta, o grupo de = € o conjunto

G(r) = {y : lg"(rankly]) = lg"(rank[z])}.

Funcao potencial:

® = |{z : G(z) = G(pai[z])}]

® > 0 e o valor inicial &y = 0.
(nao ha nenhum conjunto na colecao inicialmente)

o



Analise: a funcao potencial

fF>

ara cada no z da floresta, o grupo de = € o conjunto

G(r) = {y : lg"(rankly]) = lg"(rank[z])}.

Funcao potencial:

® = |{z : G(z) = G(pai[z])}]

® > 0 e o valor inicial &y = 0.
(nao ha nenhum conjunto na colecao inicialmente)

d,: funcao potencial depois da operacao
cha: funcao potencial antes da operacao
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Analise: a funcao potencial

 G(a) = {y ¢ g (rank[y]) = lg" (rank[z])}
Funcao potencial: @ = |{z : G(z) = G(pailz])}|

d,: funcao potencial depois da operacao
d,: funcao potencial antes da operacao



Analise: a funcao potencial

| Gl@) = {y : 1g"(rankly]) = 1g" (rank(z])}
Funcao potencial: @ = |{z : G(z) = G(pailz])}|
d,: funcao potencial depois da operacao
d,: funcao potencial antes da operacao

O custo amortizado de cada operacao é:
® MAKESET(z): ¢ = ¢c+Py—D, = 1+1 = 2.
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Analise: a funcao potencial

| Gl@) = {y : 1g"(rankly]) = 1g" (rank(z])}
Funcao potencial: @ = |{z : G(z) = G(pailz])}|
d,: funcao potencial depois da operacao
d,: funcao potencial antes da operacao

O custo amortizado de cada operacao é:
® MAKESET(x): ¢ = c+Py—P, = 141 = 2.
® LNK(z,y): ¢ = c+Dy—P, < 1.

De fato,c=1e &, — ¢, < 0:
pai € alterado para n6 que contava no potencial.

-

se nd deixa de contar, &; — &, = —1, se continua contando, ®; — &, = 0.
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Analise: a funcao potencial

 G(a) = {y ¢ g (rank[y]) = lg" (rank[z])}
Funcao potencial: @ = |{z : G(z) = G(pailz])}|

d,: funcao potencial depois da operacao
d,: funcao potencial antes da operacao

O custo amortizado de cada operacao é:

® MAKESET(x): ¢ = c+Py—P, = 141 = 2.
® LNK(z,y): ¢ = c+Dy—P, < 1.

De fato,c=1e &, — ¢, < 0:

pai € alterado para n6 que contava no potencial.
se nd deixa de contar, &; — &, = —1, se continua contando, ®; — &, = 0.

Llncremento de rank|y] pode fazer o potencial diminuir.

-

|



Analise do FINDSET(x)

-

2 = FINDSET(x)
k = comprimento do caminho P de = a =



Analise do FINDSET(x)

-

2 = FINDSET(x)
k = comprimento do caminho P de = a =

A

Entdtoc=%k e ¢ = k+ P, — O,.
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Analise do FINDSET(x)
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k = comprimento do caminho P de = a =

A

Entdtoc=%k e ¢ = k+ P, — O,.

Quanto vale &, — ®,?
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Particao das arestas da floresta:
para cada veértice u, a aresta entre u e pailu] €



Analise do FINDSET(x)

-

2 = FINDSET(x)
k = comprimento do caminho P de = a =

Entdoc=k € ¢ = k+ &, — d,.
Quanto vale &, — ®,?

Particao das arestas da floresta:
para cada veértice u, a aresta entre u e pailu] €

o vermelha se G(paifu]) = G(u) = G(r),

onde r é a raiz da arvore em que u Se encontra.

® azul se G(pailu]) # G(u).
o se G(pailu]) = G(u) # G(r).

o



Analise do FINDSET(x)

~ z=FiNDsET(z) k= comprimento do caminho Pdexa > |
c = k+d;,— P,.

Particao das arestas da floresta:
para cada veértice u, a aresta entre u e pailu] €

o vermelha se G(paiju]) = G(u) = G(r),
onde r é a raiz da arvore em que u Se encontra.

® azul se G(pailu]) # G(u).
® amarela se G(pailu]) = G(u) # G(r).



Analise do FINDSET(x)

~ z=FiNDsET(z) k= comprimento do caminho Pdexa > |

c = k+d;,— P,.

Particao das arestas da floresta:
para cada veértice u, a aresta entre u e pailu] €

o vermelha se G(paiju]) = G(u) = G(r),
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Ao final de FinDseT(x), NOS de P tém z como pai.
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Analise do FINDSET(x)

~ z=FiNDsET(z) k= comprimento do caminho Pdexa > |

c = k+d;,— P,.

Particao das arestas da floresta:
para cada veértice u, a aresta entre u e pailu] €

o vermelha se G(pai[u]) = G(u) = G(r),

onde r é a raiz da arvore em que u Se encontra.

® azul se G(pailu]) # G(u).
o se G(pailu]) = G(u) # G(r).

Ao final de FinDseT(x), NOS de P tém z como pai.
® decresce do numero de em P.

o



Analise do FINDSET(x)

~ z=FiNDsET(z) k= comprimento do caminho Pdexa > |
c = k+d;,— P,.

Particao das arestas da floresta:
para cada veértice u, a aresta entre u e pailu] €

o vermelha se G(paiju]) = G(u) = G(r),
onde r é a raiz da arvore em que u Se encontra.

® azul se G(pailu]) # G(u).
o se G(pailu]) = G(u) # G(r).

Ao final de FinDseT(x), NOS de P tém z como pai.
® decresce do numero de em P.

LEntéo ¢ =v -+ a, onde v € 0 numero de arestas vermelhas e
a @ 0 numero de arestas azuis em P.
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-

rank cresce estritamente ao subirmos nas arvores.
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Analise do FINDSET(x)

-

rank cresce estritamente ao subirmos nas arvores.
Aresta azul: passamos de um grupo para outro.

NUmero de arestas azuis no caminho de qualquer né a uma
raiz € no maximo o numero de grupos, que é < 1+ lg* n.

o |
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Analise do FINDSET(x)

-

rank cresce estritamente ao subirmos nas arvores.
Aresta azul: passamos de um grupo para outro.

NUmero de arestas azuis no caminho de qualquer né a uma
raiz € no maximo o numero de grupos, que é < 1+ lg* n.

rank assume valores entre 0 e Ign,
assim os grupos vao de 0 alg™(Ign) < l1g" n.
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Analise do FINDSET(x)

-

rank cresce estritamente ao subirmos nas arvores.
Aresta azul: passamos de um grupo para outro.

NUmero de arestas azuis no caminho de qualquer né a uma
raiz € no maximo o numero de grupos, que é < 1+ lg* n.

rank assume valores entre 0 e Ign,
assim os grupos vao de 0 alg™(Ign) < l1g" n.

OQuseja,a<1+1g"n
e 0 custo amortizado do FINDSET fica

A

¢ =v+a < v+1+1g"n.

o |
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¢;. custo amortizado da i-€sima operacao
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O que falta?
|

¢;. custo amortizado da i-€sima operacao
¢;. custo amortizado da i-€sima operacao

Queremos mostrar que
m
éi — O(mlg*n).
1=1

Assim, o custo amortizado por operagao € O(lg* n).
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¢;. custo amortizado da i-€sima operacao
¢;. custo amortizado da i-€sima operacao

Queremos mostrar que
m
éi — O(mlg*n).
1=1

Assim, o custo amortizado por operagao € O(lg* n).

Disso, Y"1 ¢ = Y.t i + @ — Do,
onde @, € o potencial final da floresta.

o



O que falta?
|

¢;. custo amortizado da i-€sima operacao
¢;. custo amortizado da i-€sima operacao

Queremos mostrar que
m
éi — O(m lg* n)
1=1
Assim, o custo amortizado por operagao € O(lg* n).

Disso, Y"1 ¢ = Y.t i + @ — Do,
onde @, € o potencial final da floresta.

LComo Py=0edr>0,temosque D> " < Y 6.



Juntando tudo
fDas deducgoes anteriores, T

Yrimié < 2(m— )+ fA41g"n) + 30 v,
onde / € o numero de operacdes FINDSET na sequéncia,

v; € 0 se a i-ésima operacao Nao € FINDSET €
é o0 numero de arestas vermelhas em P se € FINDSET(xz).

o |
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Juntando tudo

fDas deducgoOes anteriores, T
Sié < 2m— )+ f(LH1g"n) 4+ Y0 v,
onde / € o numero de operacdes FINDSET na sequéncia,

v; € 0 se a i-ésima operacao Nao € FINDSET €
é o0 numero de arestas vermelhas em P se € FINDSET(xz).

Para }"" , v;: se um u deixa de ser ponta inferior de aresta
vermelha, nao volta a ser ponta inferior de aresta vermelha.

o |
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Juntando tudo

fDas deducgoOes anteriores, T
Sié < 2m— )+ f(LH1g"n) 4+ Y0 v,
onde / € o numero de operacdes FINDSET na sequéncia,

v; € 0 se a i-ésima operacao Nao € FINDSET €
é o0 numero de arestas vermelhas em P se € FINDSET(xz).

Para > ", v;: se um u deixa de ser ponta inferior de aresta
vermelha, nao volta a ser ponta inferior de aresta vermelha.

Todos os nos de P, exceto os dois ultimos (a raiz e o filho
dela no caminho), tém o campo pai alterado no FINDSET.

o |
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Juntando tudo

fDas deducgoOes anteriores, T

S < 2(m—f)+ fA+1g"n)+ >0 v,

onde / € o numero de operacdes FINDSET na sequéncia,
v; € 0 se a i-eésima operacao Nao € FINDSET €
é o0 numero de arestas vermelhas em P se € FINDSET(xz).

Para > ", v;: se um u deixa de ser ponta inferior de aresta
vermelha, nao volta a ser ponta inferior de aresta vermelha.

Todos os nos de P, exceto os dois ultimos (a raiz e o filho
dela no caminho), tém o campo pai alterado no FINDSET.

Se 0 pai de um no é alterado, rank do seu pai aumenta pois

o |
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Juntando tudo

fDas deducgoOes anteriores, T
>t & < 2(m— f)+ f(L+1g"n) + 3 v,

onde / € o numero de operacdes FINDSET na sequéncia,
v; € 0 se a i-eésima operacao Nao € FINDSET €
é o0 numero de arestas vermelhas em P se € FINDSET(xz).

Para }"" , v;: se um u deixa de ser ponta inferior de aresta
vermelha, nao volta a ser ponta inferior de aresta vermelha.

Todos os nos de P, exceto os dois ultimos (a raiz e o filho
dela no caminho), tém o campo pai alterado no FINDSET.

Se 0 pai de um no é alterado, rank do seu pai aumenta pois
Lrank cresce estritamente ao subirmos nas arvores. J
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Num FINDSET, O campo pai sofre alteracao para quantos y?
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Juntando tudo

fy: ponta inferior de uma aresta vermelha
Num FINDSET, O campo pai sofre alteracao para quantos y?

Sejat(s) =min{k € Z :1g" k > s} (tipo de inversa do 1g" n).

-



Juntando tudo

fy: ponta inferior de uma aresta vermelha T
Num FINDSET, O campo pai sofre alteracao para quantos y?

Sejat(s) =min{k € Z :1g" k > s} (tipo de inversa do 1g" n).
Se g = lg*(rank[y]), entao < t(g+ 1) —t(g) < t(g + 1) vezes.



Juntando tudo

fy: ponta inferior de uma aresta vermelha T

Num FINDSET, O campo pai sofre alteracao para quantos y?
Sejat(s) =min{k € Z :1g" k > s} (tipo de inversa do 1g" n).
Se g = lg*(rank[y]), entao < t(g+ 1) —t(g) < t(g + 1) vezes.

lg* n
vi < 2f+ > [y :1g (rank[y]) = g}[t(g + 1).
g=1

NE

1=1



Juntando tudo

fy: ponta inferior de uma aresta vermelha T

Num FINDSET, O campo pai sofre alteracao para quantos y?
Sejat(s) =min{k € Z :1g" k > s} (tipo de inversa do 1g" n).
Se g =1g™(rank[y]), entao < t(g+ 1) —t(g) < t(g + 1) vezes.

lg* n
vi < 2f+ > [y :1g (rank[y]) = g}[t(g + 1).
g=1

NE

1=1

O 2/ é pelos dois nos (a raiz e o filho dela no caminho).

o |



Juntando tudo

fy: ponta inferior de uma aresta vermelha T
Num FINDSET, O campo pai sofre alteracao para quantos y?

Sejat(s) =min{k € Z :1g" k > s} (tipo de inversa do 1g" n).
Se g =1g™(rank[y]), entao < t(g+ 1) —t(g) < t(g + 1) vezes.

lg* n
vi < 2f+ > [y :1g (rank[y]) = g}[t(g + 1).
g=1

NE

1=1

O 2/ é pelos dois nos (a raiz e o filho dela no caminho).

O numero de nés y tais que rank[y] = r € N0 maximo n/2".
L(Subérvore com raiz de rank r tem pelo menos 2" noés.) J



Juntando tudo

~ y: ponta inferior de uma aresta vermelha o
t(s) =min{k € Z :1g" k > s} (tipo de inversa do lg" n)
Se g = lg*(rank[y]), entao < t(g+ 1) —t(g) < t(g+ 1) vezes e

S v < 2f + 308 T {y < 1g" (rank[y]) = g}t(g + 1).

O numero de nds y tais que rank[y] = r € N0 maximo n/2".
Além disso, t(g) = min{k € Z : 1g" k > g} < rankly].



Juntando tudo

~ y: ponta inferior de uma aresta vermelha o
t(s) =min{k € Z :1g" k > s} (tipo de inversa do lg" n)
Se g = lg*(rank[y]), entao < t(g+ 1) —t(g) < t(g+ 1) vezes e

S v < 2f + 308 T {y < 1g" (rank[y]) = g}t(g + 1).

O numero de nds y tais que rank[y] = r € N0 maximo n/2".
Além disso, t(g) = min{k € Z : 1g" k > g} < rank[y].

{y : 1g"(rank[y]) = g}| < Z {y : rank[y] = r}



Juntando tudo

~ y: ponta inferior de uma aresta vermelha o
t(s) =min{k € Z :1g" k > s} (tipo de inversa do lg" n)
Se g = lg*(rank[y]), entao < t(g+ 1) —t(g) < t(g+ 1) vezes e

S v < 2f + 308 T {y < 1g" (rank[y]) = g}t(g + 1).

O numero de nds y tais que rank[y] = r € N0 maximo n/2".
Além disso, t(g) = min{k € Z : 1g" k > g} < rankly].

{y:lg*(rankly]) = g} < > Hy:rankly] = r}]

IN
|



Juntando tudo

~ y: ponta inferior de uma aresta vermelha o
t(s) =min{k € Z :1g" k > s} (tipo de inversa do lg" n)
Se g = lg*(rank[y]), entao < t(g+ 1) —t(g) < t(g+ 1) vezes e

S v < 2f + 308 T {y < 1g" (rank[y]) = g}t(g + 1).

O numero de nds y tais que rank[y] = r € N0 maximo n/2".
Além disso, t(¢g) = min{k € Z : Ig" k > g} < rank|y].

{y:lg*(rankly]) = g} < > Hy:rankly] = r}]

:t(
. n noe= 1
< = .
— o 2t(g Z o
r=t(g) r=0



Juntando tudo

~ y: ponta inferior de uma aresta vermelha o
t(s) =min{k € Z :1g" k > s} (tipo de inversa do lg" n)
Se g = lg*(rank[y]), entao < t(g+ 1) —t(g) < t(g+ 1) vezes e

S v < 2f + 308 T {y < 1g" (rank[y]) = g}t(g + 1).

O numero de nds y tais que rank[y] = r € N0 maximo n/2".
Além disso, t(¢g) = min{k € Z : Ig" k > g} < rank|y].

{y:lg*(rankly]) = g} < > Hy:rankly] = r}]

:t(
. n noe= 1
< = .
— o 2t(g Z o
r=t(g) r=0

2t(9)°



Conclusao

fPortanto concluimos que T

lg* n

Zvi < 2f+ > [y :1g*(rankly]) = g}[t(g + 1)

g=0

2f+2nz

VAN
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Conclusao

fPortanto concluimos que T

lg* n

Zvi < 2f+ > [y :1g*(rankly]) = g}[t(g + 1)

g=0

/\
DO
g
_|_
DO
S
LM%
=y
o
_I_
=

Mas, t(g +1) < 2! ouseja, Y7t v; < 2f +2n(141g%n).

o |



Conclusao

fPortanto concluimos que

m lg* n
> v < 2f+ )y [{y g (rank]y]) = g}lt(g + 1)
1=1 g=0
lg™ n
t(g+1
< 2f4+2n Z (‘gt@ )
g=0

Mas, t(g +1) < 2! ouseja, Y7t v; < 2f +2n(141g%n).

Entao

Z?ilci < 221@ < 2m+2n+ f+2mlg"n = O(mlg™ n).

o



Conclusao

fPortanto concluimos que T

lg* n

Zvi < 2f+ > [y :1g*(rankly]) = g}[t(g + 1)

g=0

/\
DO
g
_|_
DO
S
L[]
=y
o
_I_
=

Mas, t(g +1) < 2! ouseja, Y7t v; < 2f +2n(141g%n).

Entao
Z?ilci < 221@ < 2m+2n+ f+2mlg"n = O(mlg™ n).

LLogo 0 custo amortizado por operacao € O(lg™ n). J
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