Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Analise amortizada

Notas de aula de um curso do Robert Tarjan
“Amortized Analysis Explained”
por Rebecca Fiebrink, Princeton University



Move to front
fConsidere uma lista ligada.

Custo do acesso ao i-ésimo elemento: .
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Move to front
fConsidere uma lista ligada. T
Custo do acesso ao :-ésimo elemento: ;.

Custo de trocar dois elementos consecutivos de lugar:
constante, descontado o tempo de acessar um deles.

Heuristica MTF:
ao acessar o elemento z, mova-o para o inicio da lista.
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Move to front
fConsidere uma lista ligada. T
Custo do acesso ao :-ésimo elemento: ;.

Custo de trocar dois elementos consecutivos de lugar:
constante, descontado o tempo de acessar um deles.

Heuristica MTF:
ao acessar o elemento z, mova-o para o inicio da lista.

Com MTF, custo do acesso ao ;-ésimo elemento: 2; — 1.
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Move to front
fConsidere uma lista ligada. T
Custo do acesso ao :-ésimo elemento: ;.

Custo de trocar dois elementos consecutivos de lugar:
constante, descontado o tempo de acessar um deles.

Heuristica MTF:
ao acessar o elemento z, mova-o para o inicio da lista.

Com MTF, custo do acesso ao i-ésimo elemento: 2/ — 1.
Considere uma sequéncia de acessos a lista.

Qual é o custo de MTF se comparado
- com um algoritmo 6timo de acesso? o
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Move to front

L N

Ista ligada e sequéncia de acessos a ela.

Heuristica MTF:
ao acessar o elemento x, mova-o para o inicio da lista.

Acesso ao i-ésimo elemento custa 2; — 1.

Qual é o custo de MTF se comparado
com um algoritmo 6timo de acesso?
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Move to front

fLista ligada e sequéncia de acessos a ela.
Heuristica MTF:

ao acessar o elemento x, mova-o para o inicio da lista.

Acesso ao i-ésimo elemento custa 2; — 1.

Qual é o custo de MTF se comparado
com um algoritmo 6timo de acesso?

A: algoritmo arbitrario de acesso a lista.

Analise amortizada:
L custo do MTF < 4 vezes o custo de A.



Operacoes sobre a lista
A

Funcao potencial ¢: 2 vezes o numero de inversoes
da lista de MTF em relacao a lista de A.

cesso e troca com anterior.
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Seja » 0 elemento acessado.



Operacoes sobre a lista
A

Funcao potencial ¢: 2 vezes o numero de inversoes
da lista de MTF em relacao a lista de A.

cesso e troca com anterior.

Seja » 0 elemento acessado.

Seja k a posicao de = na lista de MTF.
Seja i a posicao de = na lista de A.
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Operacoes sobre a lista
A

Funcao potencial ¢: 2 vezes o numero de inversoes
da lista de MTF em relacao a lista de A.

cesso e troca com anterior.

Seja » 0 elemento acessado.

Seja k a posicao de = na lista de MTF.
Seja i a posicao de = na lista de A.

Suponha que A nao troca ninguém de lugar.
Custo pelo acesso a « por MTF: 2k — 1.
LCusto pelo acesso a x por A: i J



Custo amortizado do acesso

fFungéo potencial ¢: 2 vezes o numero de inversoes
da lista de MTF em relacao a lista de A.

k: posicao de x na lista de MTF.
i. posicao de x na lista de A.
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pares com x € um dos £ — 1 elementos trocaram de
POSICao.



Custo amortizado do acesso

fFungéo potencial ¢: 2 vezes o numero de inversoes
da lista de MTF em relacao a lista de A.

k: posicao de x na lista de MTF.
i. posicao de x na lista de A.

Em MTF, depois do acesso,
pares com x € um dos £ — 1 elementos trocaram de

POSICao.

Existem i — 1 elementos na lista de A na frente de =.
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Custo amortizado do acesso

fFungéo potencial ¢: 2 vezes o numero de inversoes T
da lista de MTF em relacao a lista de A.
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Em MTF, depois do acesso,
pares com x € um dos £ — 1 elementos trocaram de
POSICao.
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< min{k—1,:—1} Inversoes a mais depois do acesso
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Custo amortizado do acesso

fFungéo potencial ¢: 2 vezes o numero de inversoes T
da lista de MTF em relacao a lista de A.

k: posicao de x na lista de MTF.
i. posicao de x na lista de A.

Em MTF, depois do acesso,
pares com x € um dos £ — 1 elementos trocaram de
POSICao.
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< min{k—1,:—1} Inversoes a mais depois do acesso
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Custo amortizado do acesso

fFungéo potencial ¢: 2 vezes o numero de inversoes T
da lista de MTF em relacao a lista de A.

k: posicao de x na lista de MTF.
i. posicao de x na lista de A.

Em MTF, depois do acesso,
pares com x € um dos £ — 1 elementos trocaram de
POSICao.

Existem i — 1 elementos na lista de A na frente de =.

< min{k—1,:—1} Inversoes a mais depois do acesso

> (k— 1) —min{k—1,7—1} InversOes a menos

 Entao A < 22min{k—1,i—1} — (k — 1)). |



Custo amortizado do acesso

fFung;e’io potencial ¢: 2 vezes o numero de inversoes
da lista de MTF em relacao a lista de A.

AP < dmin{k—1,1—1} —2(k — 1).
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Custo amortizado do acesso

-

fFung;e"lo potencial ¢: 2 vezes o numero de inversoes
da lista de MTF em relacao a lista de A.

AP < dmin{k—1,1—1} —2(k — 1).

Custo amortizado:

c+ Ad

2%k — 1+ dmin{k—1,i—1} — 2(k — 1)
1 +4min{k—1,:—1}

43.
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Custo amortizado do acesso

-

fFung;e’io potencial ¢: 2 vezes o numero de inversoes
da lista de MTF em relacao a lista de A.

AP < dmin{k—1,1—1} —2(k — 1).

Custo amortizado:

c+ Ad

ok — 1+ dmin{k—1,i—1} — 2(k — 1)
1 +4min{k—1,i—1}

43.

c

IAIAIA

Logo o custo amortizado por acesso de A € no maximo 4.
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Custo amortizado

~ Fungéo potencial ¢: 2 vezes o niimero de inversoes
da lista de MTF em relacao a lista de A.

O custo amortizado por acesso é menor que 4
em relacao ao custo de A... se A nao fizer trocas...
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Custo amortizado
fFungéo potencial ¢: 2 vezes o numero de inversoes T
da lista de MTF em relacao a lista de A.

O custo amortizado por acesso é menor que 4
em relacao ao custo de A... se A nao fizer trocas...

E se A fizer trocas também?
Com uma troca, o custo de A sobe de 1.
E o potencial, como se altera? Sobe ou desce de 2.

Ou seja, o custo de A é i + ¢,

onde ¢ € o numero de trocas de A apds 0 acesso de z,
e A® <4min{k—1,i—1} — 2(k — 1) + 2¢.
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Custo amortizado
fFungéo potencial ¢: 2 vezes o numero de inversoes T
da lista de MTF em relacao a lista de A.

O custo amortizado por acesso é menor que 4
em relacao ao custo de A... se A nao fizer trocas...

E se A fizer trocas também?
Com uma troca, o custo de A sobe de 1.
E o potencial, como se altera? Sobe ou desce de 2.

Ou seja, o custo de A é i + ¢,
onde ¢ € o numero de trocas de A apds 0 acesso de z,
e A® <4dmin{k—1,i—1} — 2(k — 1) + 2t.

Custo amortizado: ¢ < 4i+2t < 4(i 4+ 1).
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Custo amortizado

~ Fungéo potencial ¢: 2 vezes o niimero de inversoes o
da lista de MTF em relacao a lista de A.

O custo amortizado por acesso é menor que 4
em relacao ao custo de A... se A nao fizer trocas...

E se A fizer trocas também?
Com uma troca, o custo de A sobe de 1.
E o potencial, como se altera? Sobe ou desce de 2.

Ou seja, o custo de A é i + ¢,
onde ¢ € o numero de trocas de A apds 0 acesso de z,
e A® <4dmin{k—1,i—1} — 2(k — 1) + 2t.

Custo amortizado: ¢ < 4i+2t < 4(i 4+ 1).
LCusto amortizado por operacao de A é < 4. J



Splay trees
~ ABB: arvore de busca binaria o

Operacao SPLAY(zx, S), onde S é uma splay tree:
gquando x € acessado, move-se x para a raiz por rotacoes.
Para a analise, olhamos duas rotacOes de cada vez.



Splay trees
~ ABB: arvore de busca binaria o

Operacao SPLAY(zx, S), onde S é uma splay tree:
gquando x € acessado, move-se x para a raiz por rotacoes.
Para a analise, olhamos duas rotacOes de cada vez.

Acima, o rr splay step.
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Splay trees
~ ABB: arvore de busca binaria o

Operacao SPLAY(zx, S), onde S é uma splay tree:
gquando x € acessado, move-se x para a raiz por rotacoes.
Para a analise, olhamos duas rotacOes de cada vez.

A\ /B D

Acima, o Ir splay step.
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Splay trees
~ ABB: arvore de busca binaria o

Operacao SPLAY(zx, S), onde S é uma splay tree:

gquando x € acessado, move-se x para a raiz por rotacoes.
Para a analise, olhamos duas rotacOes de cada vez.
Eventualmente no final uma rotacao simples € necessaria.

G ©
A — A ®
AWA AWA)

Acima, o r splay step.
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Splay trees
~ ABB: arvore de busca binaria o

Operacao SPLAY(zx, S), onde S é uma splay tree:

gquando x € acessado, move-se x para a raiz por rotacoes.
Para a analise, olhamos duas rotacOes de cada vez.
Eventualmente no final uma rotacao simples € necessaria.

1(» @

@ — A ®
AWA AWA)

Acima, o r splay step.
Aleém destes, o | splay, o rl splay e o Il splay step.
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Splay trees
~ ABB: arvore de busca binaria o

Operacao SPLAY(zx, S), onde S é uma splay tree:

gquando x € acessado, move-se x para a raiz por rotacoes.
Para a analise, olhamos duas rotacOes de cada vez.
Eventualmente no final uma rotacao simples € necessaria.

1(» @

@ — A ®
AWA AWA)

Acima, o r splay step.
Aleém destes, o | splay, o rl splay e o Il splay step.
LSplay steps sao realizados até que x seja raiz. J



Splay trees
fA

Operacao SPLAY(zx, S), onde S é uma splay tree:
guando x € acessado, move-se x para a raiz por rotacoes.

BB: arvore de busca binaria

-



Splay trees
fA

Operacao SPLAY(zx, S), onde S é uma splay tree:
guando x € acessado, move-se x para a raiz por rotacoes.

-

BB: arvore de busca binaria

Custo de pior caso do SPLAY: O(n),
onde n € o numero de elementos na splay tree.



Splay trees
fA

Operacao SPLAY(zx, S), onde S é uma splay tree:
guando x € acessado, move-se x para a raiz por rotacoes.

-

BB: arvore de busca binaria

Custo de pior caso do SPLAY: O(n),
onde n € o numero de elementos na splay tree.

Queremos mostrar que uma splay tree tem um
comportamento mais parecido com o de uma ABBB.
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Splay trees
fA

Operacao SPLAY(zx, S), onde S é uma splay tree:
guando x € acessado, move-se x para a raiz por rotacoes.

-

BB: arvore de busca binaria

Custo de pior caso do SPLAY: O(n),
onde n € o numero de elementos na splay tree.

Queremos mostrar que uma splay tree tem um
comportamento mais parecido com o de uma ABBB.

(ABBB: ABB balanceada)

o |



Splay trees: pior caso




Splay trees: pior caso

-

SPLAY(1,.5)
primeiro splay step




Splay trees: pior caso

fSPLAY(l, S)
segundo splay step




Splay trees: pior caso

fSPLAY(l, S)
terceiro splay step 10)



Splay trees: pior caso

fSF’LAY(LS)
quarto splay step 10)
1)
(8)
(6) (9
(4) D
(2) &
3



Splay trees: pior caso

fSF’LAY(LS)

quinto splay step @)
10)

(8)
(6) (9

(4) D

(2) &
3



Splay trees: pior caso

fSF’LAY(LS)

quinto splay step @)
10)

(8)
(6) (9

(4) D

(2) &
3

Total de rotacoes: 9
Em geral, € ©(n), onde n € 0 numero de nos.
Agora, o maior custo de um SPLAY nesta arvore ¢ 6.
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Splay trees: mais um exemplo

fSF>|_AY(2,S) -
&
10
(8
(6) (@
(4) @
2) &
©



Splay trees: mais um exemplo

fSF’LAY(Z,S) T

primeiro splay step 1)

10
(8,

(2 @
(4,

(3) (6)

® D



Splay trees: mais um exemplo

fSF>|_AY(2,S) N
segundo splay step @@
(8)
(4) 10
(3) (6)
® O



Splay trees: mais um exemplo

fSPLAY(2,S) T
terceiro splay step (2)
@
(4) 10
3 (8)
® O



Splay trees: mais um exemplo

fSPLAY(2,S) T
terceiro splay step (2)
@
(4) 10
3 (8)
® O

Total de rotacoes: 5

Arvore bem mais balanceada ap6s estes dois SPLAYS.
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Splay trees: mais um exemplo

fSPLAY(2,S) T
terceiro splay step (2)
@
(4) 10
3 (8)
® O

Total de rotacoes: 5

Arvore bem mais balanceada ap6s estes dois SPLAYS.

Custo: numero de rotacoes.

o |
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Splay trees

fS . splay tree
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S;(x): subarvore de S enraizada em = no instante i
si(x) = |5i(x)
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Tome r;(z) = 1g s;(x).

ri(x) indica o potencial local no nd =.



Splay trees

fS . splay tree

S;(x): subarvore de S enraizada em = no instante i
si(x) = |5i(x)

Tome r;(z) = 1g s;(x).
ri(x) indica o potencial local no nd =.

Seja b, = Zx TZ(:C)
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Splay trees
fS . splay tree T

S;(x): subarvore de S enraizada em = no instante i
si(x) = |5i(x)

Tome r;(z) = 1g s;(x).
ri(x) indica o potencial local no nd =.
Seja b, = Zx TZ(:C)

Mostraremos que o custo amortizado por SPLAY é O(Ign).
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Splay trees
fS . splay tree T

S;(x): subarvore de S enraizada em = no instante i
si(x) = |5i(x)

Tome r;(z) = 1g s;(x).

ri(x) indica o potencial local no nd =.

Seja @; =) ri(z).

Mostraremos que o custo amortizado por SPLAY é O(Ign).

Analise amortizada dos splay steps.
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Splay trees
fS . splay tree T

S;(x): subarvore de S enraizada em = no instante i
si(x) = |5i(x)

Tome r;(z) = 1g s;(x).

ri(x) indica o potencial local no nd =.

Seja @; =) ri(z).

Mostraremos que o custo amortizado por SPLAY é O(Ign).

Analise amortizada dos splay steps.
\_x participa de todos os splay steps de SPLAY(z, S). J



Analise amortizada dos splay steps

fCaso do rr splay step. T

2\ I

Custo real: 2
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Analise amortizada dos splay steps

fCaso do rr splay step. T

2\ I

Custo real: 2
Alteracao no potencial:

Qi — Q1 => ri(w)=> . rici(w) =>_ (ri(w) —ri—1(w))
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Analise amortizada dos splay steps

fCaso do rr splay step. T

Custo real: 2
Alteracao no potencial:

O — @ =) ri(w) =D, rici(w) =), (ri(w) —ri1(w))
= (ri(w)=ri—1(2))+(ri(y) —ri1(y) +(ri(z) =ri—1(2))

o |



Analise amortizada dos splay steps

fCaso do rr splay step. T

B @
AWA

Custo real: 2
Alteracao no potencial:

O — @ =) ri(w) =D, rici(w) =), (ri(w) —ri1(w))
E?“zg ; i (1()5'3)) (( (() )m 1(y)()4>r)(7“7;(2)—m1(2))
— T 1ril%)) — (T T+ 71y
| 1 -



Analise amortizada dos splay steps

fCaso do rr splay step. T

B @
AWA

Custo real: 2
Alteracao no potencial:

O — Qi1 =), ri(w) =, rici(w) =), (ri(w) —ri—1(w))
— ET@-ELL’;—T@(1()56))+((7“7;(y();7“7;1(y)()4)r)(7“7;(2)—7“7;1(2))
= (ri\y) +7i(2)) = (ri—1\x) + 71—
- Y 1 1Y

ri(y) +ri(z) —2r;—1(x)



Analise amortizada dos splay steps

fCaso do rr splay step. T

2\ I

Custo real: 2
Alteracao no potencial: ®; — ;| < r;(y) + r;(z) — 2r;_1(x)
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Analise amortizada dos splay steps

fCaso do rr splay step. T

2\ I

Custo real: 2
Alteracao no potencial: ®; — ;| < r;(y) + r;(z) — 2r;_1(x)

Custo amortizado: ¢; < 2+ ri(y) + ri(2) — 2r;—1(x)

o |
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Analise amortizada dos splay steps

fCaso do rr splay step. T

2\ I

Custo real: 2
Alteracao no potencial: ®; — ;| < r;(y) + r;(z) — 2r;_1(x)

Custo amortizado: ¢; < 2+ ri(y) + 7i(z) — 2r;—1(x)
LQueremos uma delimitacao que dependa apenas de =. J
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Caso do rr splay step

2\ I

Temos que 2%1%8Y < Jog(atl) Logo




Caso do rr splay step

Temos que 2%1%8Y < Jog(atl) Logo

ri-i(@) +ri(z) = lgsi—i(x) +1gsi(2)
si_l(x) —+ SZ(Z))

< 2lg( 5

B < 215 (21




Caso do rr splay step

2\ I

Temos que 2%1%8Y < Jog(atl) Logo

rici(x)+ri(z) < 2lgsi(x) —2 = 2r;(x) — 2.



Caso do rr splay step

2\ I

Temos que 2%1%8Y < Jog(atl) Logo
rici(x)+ri(z) < 2lgsi(x) —2 = 2r;(x) — 2.

Entao
i 24+ 1ri(y) +ri(z) —2r;—1(x)
24 ri(x) + 2ri(z) —rii(z) —2) = 2ri—1(z)

3(ri(x) — 111 (x))- -

A IA

o



Analise amortizada dos splay steps

fAnangamente podemos mostrar que T
éz' < 3(7’@(%) — 7“7;_1(.%))

para rl splay steps, Ir splay steps, e |l splay steps.



Analise amortizada dos splay steps

fAnangamente podemos mostrar que T
éz' < 3(7’@(%) — 7“7;_1(.%))

para rl splay steps, Ir splay steps, e |l splay steps.

Para | splay steps e r splay steps, vale que

c; < 3(7“7;(513) — 7‘7;_1(33)) + 1.
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Analise amortizada dos splay steps

fAnangamente podemos mostrar que
¢ < 3(ri(x) —ri1(x))
para rl splay steps, Ir splay steps, e Il splay steps.
Para | splay steps e r splay steps, vale que

c; < 3(7“7;(513) — 7‘7;_1(33)) + 1.

Se m é 0 numero de splay steps e n 0 numero de nds,

SZTZ —ri—1(x))+1

3(%(@?) —ro(z)) +1
3 lgn+ 1.

o

-



Analise amortizada dos splay steps

fLembre-se que ®; = > ri(x). T

Ou seja, ®; > 0 para todo .



Analise amortizada dos splay steps
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Analise amortizada dos splay steps

fLembre-se que ®; = > ri(x).
Ou seja, ®; > 0 para todo .

Entao vale que o custo do SPLAY(x, S) €

m m

ZCZ' — Z(AEZ — P, + P < 3lgn+1— 0, + Dy.
1=1 1=1

E possivel mostrar algo semelhante para insercdes em
splay trees.

E disso é possivel concluir que o custo amortizado por
Loperagéo em uma splay tree é O(Ign).
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Insercoes em splay trees

~ Alinsergao em splay trees ¢ igual & insergdo em ABB, o
seguida de uma chamada a SPLAY no elemento inserido.
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Insercoes em splay trees

fSeja y1 0 pai de x apos a insercao, e y; 0 pai de y;_1 para T
i=1,...,k, onde y, € a raiz da arvore.

Considere a variacao do potencial causado pela insercao.

r. potencial local antes da insercao
r’: potencial local depois da insercao

k k
A = 3 (M (yy) —rly) = ) (als(y;) +1) —lg(s(y;))
j=1 j=1
k k
B s(y;) +1 s(y;) + 1
N ;lg s(yj) 1g(j1 s(yj) )

lo (s(y2) . s(y3) s(yr) | s(yp)+1
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Concluindo a analise

fLembre-se que ®; > 0 para todo ¢ e agora ¢, = 0.
(Comecamos da arvore vazia.)

Alaoritmos
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L

(Comecamos da arvore vazia.)
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