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G: grafo sem lacos, possivelmente com arestas paralelas.

C C E¢ é um corte se existe S C V¢ ndo vazio tal que

C = {e € Eg|e tem uma ponta em S e outra fora de S}

Problema: Dado G, encontrar um corte C com |C| minimo.

corte minimo

Esta aula: algoritmo aleatorizado que devolve
um corte minimo com alta probabilidade.
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Contracdo de arestas

Dado um grafo G e uma aresta e = uv,
a contracdo Gle é o grafo (V/, E’) onde...

V=V \{u,viu{w}eE = Eg\ {f|pontas(f) = {u,v}}
e cada aresta f em E’ tem as mesmas pontas que f em Eg exceto por
u e v, que sdo substituidos por w.

Proposigdo: Se C é corte de Gle, entdo C é corte de G.
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Problema: Dado G, encontrar um corte C com |C| minimo.

KARGER (G)
1 enquanto |V;| > 2 faga
2 e < RANDOM-E(Eg)
3 G+ Gle
4  devolva E¢

Pela proposicdo, o algoritmo devolve de fato um corte de G.

Claramente ele consume tempo polinomial.
(O namero de iteragdo é |Vg| — 2.)
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Analise do algoritmo

Seja Ck o corte devolvido por KARGER (G).

Vamos mostrar que
Pr{Cx ndo & um corte minimo} < g(n) < 1,

onde n = | Vg|.

Executa-se o algoritmo r vezes
e devolve-se 0 menor corte produzido.

A chance do corte devolvido ndo ser minimo sera < q(n)".
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Analise do algoritmo

Seja C um corte minimo de G.

O corte C n3o é a resposta do algoritmo sse
alguma aresta de C foi contraida.

Seja E; o evento:
uma aresta de C n3o é sorteada na iteragdo /.

Vamos delimitar inferiormente Pr{E; N Ex M- N E, 2},

Tal probabilidade é igual a
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Para comegar, como delimitar Pr{£;}7?
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C: um corte minimo de G e k = |C|.
E;: uma aresta de C n3o é sorteada na iteragdo .

Vimos que Pr{£;} >1— 2,
Como delimitar Pr{E; 1 |[Es N Ex N - N E;j}7?
No comego da iteragdo i + 1, temos que |Eg| > k(n —1)/2.

n—i

Logo Pr{E; 1|ExNEN---NE} < 7}((”[1[) =2
T2

Ou seja, PI’{E,'+1‘E1 NE;N---N E,'} >1-— 2
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Seja Ck o corte devolvido por KARGER (G).
C: um corte minimo de G.
Queremos delimitar inferiormente Pr{Cx = C}.

Ou seja, delimitar Pr{Es N Ex M- M Epn}.

Ja sabemos que Pr{E; 1 |EsNExN---NE}>1— %

Ent3o
n—3 2
Pr{iCk=C} > JJQ- )
i=0
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Conclus3o

Logo Pr{Cx #C} < 1— ﬁ = q(n)
e Pr{Ck ndo & um corte minimo} < q(n).

. —1 ~
Se executarmos o algoritmo r = c% In n vezes, entdo

Pr{Cj ndo & um corte minimo} < q(n)"

. 2 =) 1y
= - p) °

1 clnn . 1
< (3 = =

Erra com probabilidade exponencialmente pequena em c.

Como r & polinomial em n e em ¢, o algoritmo & polinomial.
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Uma pergunta...

Quantos st-cortes minimos diferentes podem existir em G?

Um namero exponencial em n...

Quantos cortes minimos diferentes podem existir?
— 2 _ n

Como Pr{CK = C} Z m = 1/( 2 ),

. P n Lo
ha no maximo ( ) ) cortes minimos em G.

Se G for por exemplo um circuito com n vértices...
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Logo E[X] = > csE[Xs] =Y o5t =|S|/n<lseugSe

EX] =1+ Y esvpuy s <1+[S|/n<2seues. O
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Seja p um primo tal que U C {0,...,p—1}.

Para todo a em Z; e bem Zp, seja
han(k) = ((ak + b)mod p) mod n,

para todo k em U.

A colegdo H = {h,,:a€Z,e beZpy} & universal.

Esboco da prova: Sejam k, ¢ € U tais que ak + b = al + bmod p.
Entdo a(k — ¢) = 0mod p, o que implica que a=0ou k = ¢.

Logo, como a#0,se k # ¢, entdior=ak+b#al+b=s.
Ademais, para cada par (a, b) estd associado um par distinto (r, s),
comr#s,jaquea=(r—s)(k—+¢)"tmodpeb=r—akmodp.
Para cada r, temos p — 1 valores possiveis para s em Z,.

Destes, ndo mais que p/n sdo iguais a r mod n.

Ou seja, h(k) = h(¢) para no maximo |7|/n das fungdes h de H. []



