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Seja G = (V, E) um digrafo com custo c. para cada e em E.
k jogadores, cada um com um par de vértices (s, t;).

Estratégia do jogador i: caminho de s; a t; em G.

custo para i do vetor de estratégias S = (P1, ..., Pk):
custo;(S) = Z Ce
1 ke’
ecPl;

onde k. &€ o namero de caminhos em S que usam e.

Custo social ¢s(S): soma do custo das arestas em U;P;.
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Problema de Steiner Generalizado

Seja G = (V, E) um digrafo com custo c. para cada e em E,
e pares de vértices (s;, t;) para i =1,..., k.

Problema: Encontrar um subgrafo de G de custo minimo
que contenha um caminho de s; a tjparai=1,..., k.
Esse problema & NP-dificil, mas

é com ele que vamos comparar o custo dos equilibrios.

Ou seja, o custo social étimo do jogo é o custo de uma
solucdo do correspondente problema de Steiner generalizado.
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k jogadores, todos com o mesmo s e t.

Otimo: todos pela aresta de custo 1.

Isso & um equilibrio: PoE = 1

QOutro equilibrio: todos pela aresta de custo k...

PoA = k
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k jogadores, todos com o mesmo t.

t
1
k
1+¢€ Sk
0
5

Otimo: todos por s, a um custo total de 1 + ¢.

Mas isso ndo & um equilibrio: k esta insatisfeito.

Unico equilibrio: todos diretamente para t...

cs = Z/I'(:l % = H, e portanto PoE = PoA = H,.

Sera que pode ser pior que isso?
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Teorema: Qualquer instancia do jogo de conexdo global
tem um equilibrio puro.

Teorema: O preco da estabilidade do jogo de conexdo global
com k jogadores &€ no maximo H,.

A prova destes resultados usa funcdo potencial.

A prova é mais geral, para jogos de potencial.
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Seja G = (V, E) um digrafo com custo c. para cada e em E,
e os pares de vértices (s;, t;) dos jogadores i =1,..., k.

Seja S = (P1,..., Px) um vetor de estratégias.

Seja k. o numero de caminhos em S que usam e.

Para cada aresta e, defina ©o(S) = ce Hy..
Seja (S) = D ve(S).
Lema: custo(S) < ¥(S) < H, custo(S).

Prova: Para cada e em S, 1e(S) > ce e 1e(S) < ce He.
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Funcao Potencial Exata
Ve(S) = ceHi. & WU(S) = 2 1e(S5)

Lema: Seja P! # P; um caminho alternativo para i e seja
S'=(5_j,P!). Entdo {)(S) —(5') = custo;(S) — custo;(5’).

Prova: Se e estd em ambos P; e P! ou em nenhum,
entdo i paga o mesmo por e em S e em 5, e 1o(S) = 1e(5').

Se e € P; \ P!, entdo i deixa de pagar 7 de S para S
Por outro lado, k. = ke — 1 e 1e(5") = 1e(S) — %
e

Se e € PP/\ P;, entdo i paga %7 a mais de S para 5.
Ce

Por outro lado, k. = ke + 1 e ¥o(S") = 1e(S) + PR

Assim sendo (S) — (5') = custo;(S) — custo;(5).
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Seja S tal que ¢(S) é minimo.

S é um equilibrio pois,

P(S) < (S') para todo S" = (5_;, S)).
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ui(S") < u;i(S) para todo S = (5_;,5)).
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Jogos de Potencial

Jogo de potencial: jogo que admite uma fung¢do potencial (exata).

Jogos de congestionamento:

Dados n jogadores, um conjunto E de recursos,

fungBes ¢, para cada e € E, vetor de estratégias S = (51,...,Sn),
com cada S; C E, o custo de i para S & > s ce(£e(S)),

onde £¢(S) é o nimero de conjuntos de S contendo e.

Rosenthal (1973) provou que
todo jogo de congestionamento é um jogo de potencial.

Monderer e Shapley (1996) provaram o inverso:

para todo jogo de potencial,
ha um jogo de congestionamento com a mesma fung¢do potencial.
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Prova: Seja S tq 9(S) é minimo e S* com custo minimo.

Por hipétese,

custo(S)

y < P(S) < ¢Y(S§7) < Becusto(SY).

Logo custo(S) < AB custo(S*).
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Preco da Estabilidade

Teorema: Se, para um jogo de potencial com potencial v,
existem numeros A e B tais que

custo(S)

2 < YP(S) < Bcusto(S).

para todo vetor de estratégias S, entdo PoE < AB.

Para jogos de conexdo global com k jogadores, vale
Lema: custo(S) < ¥(S) < Hicusto(S).

Portanto, PoE < H,.
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Busca por um equilibrio

Politica de melhor resposta converge para um equilibrio.

Mas quanto tempo leva?
E possivel calcular eficientemente S tq ¥(S) & minimo local?

Problemas de otimizacio

Para uma instancia /, cada solugdo viavel S tem um custo ¢(S).

Um oraculo decide se
um objeto é uma solucio viadvel e qual o seu custo.

O objetivo &, dada uma instancia,
encontrar uma solucdo viavel de custo minimo.
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Para cada solucdo viavel S de uma instancia /, temos
uma vizinhanca N,(S5) que € um conjunto de solu¢Bes viaveis de /.

Solucdo localmente 6tima para /:
solucdo viavel S tq ¢/(S) < ¢/(S’) para toda S’ € N,(S).

Problemas de otimizacio local: Dada instancia /,
encontrar uma soluc3o localmente 6tima para /.

Problema de busca local polinomial (PLS):

Problema de otimizac3o local para o qual temos um oraculo que,
para toda instincia / e solugcdo viavel S, decide se S

é localmente 6tima e, se ndo for, devolve S’ com ¢;(S') < ¢/(S).

(oraculo = algoritmo polinomial)
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Exemplo de problema em PLS

Dada uma férmula booleana SAT com custo nas clausulas,
encontrar uma atribuic3o local étima.

Custo de uma atribuic3o:
soma dos custos das clausulas insatisfeitas.

Vizinhanca de uma atribuic3o:
atribuicdes que diferem apenas no valor de uma variavel.

Atribuicdo 6tima local:

Mudar o valor de uma Gnica variavel
n3o aumenta o custo das clausulas satisfeitas.

Esse problema é PLS-completo.
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Jogo de congestionamento

Um jogador para cada variavel.
Cada clausula & um recurso.

Estratégias para i:
conjunto de clausulas satisfeitas por x; + verdade ou
conjunto de clausulas satisfeitas por x; < falso.

Seja A um vetor de estratégias.
Seja ¢j(A) =0se Cj € Ae cj(A) = w; caso contrario.

Custo social de A: cs(A) = 3, ¢(A).

Entdo custo;(A) = Zj:x,-eL(Cj) ci(A).

Funcdo potencial ¥(A): peso das clausulas fora de A.

A’: vetor de estratégia quando 7 troca sua estratégia em A.
custo;(A") — custo;j(A) = (A) — p(A).

Equilibrio: minimo local de 1.
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Reducao do SAT

Dada uma férmula booleana SAT com custos nas clausulas,
encontrar uma atribuic3o local 6tima.

Instancia: k variaveis xq, ..., X
n clausulas Ci, ..., C, com pesos wy, ..., wp.

Jogo de congestionamento: k jogadores
Recursos: clausulas

Estratégias para i:
conjunto de clausulas satisfeitas por x; + verdade ou
conjunto de clausulas satisfeitas por x; < falso.

Seja A um vetor de estratégias.
Seja ¢j(A) =0se Cj € Ae cj(A) = w; caso contrario.
Ent&o custo;(A) = Zj:x,-eL(Cj) ¢i(A).

Equilibrio sse atribuicdo local 6tima para o SAT.
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Regras de divisoes de custo

De volta ao jogo de conexdo global:

Consideramos a divisdo uniforme do custo da aresta.

Existem regras mais razoaveis?
Com PoE melhor?

Para as quais seja facil determinar equilibrio?

Projeto de mecanismos
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Regras de divisoes de custo

Vetor de estratégias S = (S1,...,5p)

Je :={i:e€S;} (jogadores que usam e)

Condi¢des sobre as regras
> justa: custoe(i,Je) =0se i & Je.

» balanceada com orgamento: )", custoe(/, Je) = ce.

Esquema de divisdo cego (oblivious):
custoe(/, Je) depende apenas de c. e Je.
Teorema: Existe esquema de divisdo n3o oblivio em que

o jogo de conex3o global com t; = t para todo /
tem preco da anarquia no maximo 2.



