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n jogadores vdo formar um grafo com n vértices

estratégia de cada jogador: vértices com quem se liga

Dadas as escolhas dos jogadores, temos um grafo G.
Qual é o custo de G para cada jogador?

Custo por ligacdo: a >0
Custo por distancias:
soma da distincia em G a cada outro vértice

a(G) = alN,|+ > de(u,v),

u€[n]

onde N, & o conjunto de vértices a quem v se ligou.



Exemplo



Exemplo

Para o = 2, temos os seguintes custos:
> vértice verde: 44+ (14+14+14243)=44+8=12
> vérticeazul: 44+ (1+1+14+142)=44+6=10
> vértice marrom: 24+ (14+24+2+3+4+3)=2+11=13



Exemplo

Para o = 2, temos os seguintes custos:
> vértice verde: 44+ (14+14+14243)=44+8=12
> vérticeazul: 44+ (1+1+14+142)=44+6=10
> vértice marrom: 24+ (14+24+2+3+4+3)=2+11=13

E um equilibrio?



Exemplo

Para o = 2, temos os seguintes custos:
> vértice verde: 44+ (14+14+14243)=44+8=12
> vérticeazul: 44+ (1+1+14+142)=44+6=10
> vértice marrom: 24+ (14+24+2+3+4+3)=2+11=13

E um equilibrio?
N3o... o verde por exemplo pode melhorar...



Exemplo
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Exemplo

Para o = 2, temos os seguintes custos:
> vérticeverde: 4+ (14+1+1+243)=4+7=11
> vérticeazul: 4+ (1+14+1414+2)=44+6=10

Se o verde se desligar do azul seu custo cai para

24 (142+41+243)=248=10<11



Exemplo

Para o = 2, temos os seguintes custos:
> vérticeverde: 4+ (14+1+1+243)=4+7=11
> vérticeazul: 4+ (1+14+1414+2)=44+6=10

Se o verde se desligar do azul seu custo cai para

24 (14+2414243)=24+8=10< 11

Note que o custo do azul piora de 1 neste caso.
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» o valor de « afeta as escolhas dos jogadores
» vamos considerar estratégias puras apenas de novo

» um equilibrio G é conexo e
cada aresta é paga por um Gnico jogador

Sempre existe equilibrio de estratégias puras?
Sim...
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Lema:
Se o > 1 entdo qualquer estrela completa é um equilibrio.
Se o < 1 entdo o grafo completo é um equilibrio.

Prova:

Se o> 1e G é uma estrela completa,
qualquer atribuicdo das arestas de G aos vértices
resulta em um equilibrio:

» nenhum vértice pode deixar de pagar uma aresta sem
aumentar o seu custo para infinito (grafo desconexo).

» nenhum vértice tem interesse em pagar por uma aresta a mais,
pois aumenta seu custo de pelo menos a > 1 e diminui seu
custo de apenas 1.
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Sempre existe equilibrio

Lema:
Se « > 1 entdo qualquer estrela completa é um equilibrio.
Se o < 1 entdo o grafo completo é um equilibrio.

Prova:

Se a < 1e G é o grafo completo,
qualquer atribuicdo das arestas de G aos vértices
resulta em um equilibrio:

» nenhum vértice pode deixar de pagar uma aresta sem
aumentar o seu custo pois uma distdncia aumenta de 1 para 2,
e s6 economiza o < 1.
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Custo e 6timo social
O custo social de um grafo G &
cs(G) = alEg|+ Z Z dg(u,v)
u€[n] ve[n]

Teorema:
Se o > 2 entdo qualquer estrela completa é solucdo 6tima.
Se a0 < 2 entdo o grafo completo é solucdo 6tima.

Prova: Solucdo com m aresta tem custo pelo menos
2(n(n—1)=2m)+2m+am = 2n(n—1) — (2 — a)m.
Se a0 < 2, s6 ha uma solucdo étima: o grafo completo.

Se a > 2, qualquer estrela completa é 6tima.

Se ae = 2, qualquer grafo com estrela completa é 6timo.
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Teorema:
Para 1 < o < 2, o preco da estabilidade € no maximo %.

Prova: O grafo completo é Gnica solugcdo 6tima, e tem custo

2n(n—1)— (2—a)m = 2n(n— 1)—(2—a)”(”2_1)
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Por outro lado, estrelas completas sdo equilibrios de custo

2n(n—1)—(2—a)m = 2n(n—1)—(2—a)(n—1) < 2n(n—1).

2.2n(n—1)

Logo PoA < 30(n=T)

Wl



Preco da anarquia

Para a < 1, o grafo completo é o Gnico equilibrio,
e é solucdo 6tima: o preco da anarquia é 1 para a < 1.

Suponha entdo que o > 1.
Fabrikant, Luthra, Maneva, e Papadimitriou (2003)

Lema: Se um grafo é um equilibro com diametro d,
entdo seu custo social é O(d) vezes o custo social 6timo.
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Preco da anarquia

Para a < 1, o grafo completo é o Gnico equilibrio,
e é solucdo 6tima: o preco da anarquia é 1 para a < 1.

Suponha entdo que o > 1.
Fabrikant, Luthra, Maneva, e Papadimitriou (2003)

Lema: Se um grafo é um equilibro com diametro d,
entdo seu custo social é O(d) vezes o custo social 6timo.

Diametro: distdncia maxima entre dois vértices do grafo.

Teorema: O didmetro de um equilibrio é no maximo 2./«
e portanto o prego da anarquia é O(y/«).

(Prova na préxima aula.)



