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Jogo de balanceamento de carga

Dados:
> n tarefas
» g maquinas

» w;: peso da tarefa j

v

s;: velocidade da maquina j

Cada jogador controla uma tarefa.

Conjuntos de estratégias S; = [q]:

o jogador escolhe a qual maquina atribuir sua tarefa.

Vetor de estratégias: atribuicdo A : [n] — [q].

Custo de A para i, onde j = A(/):  custo;(A) = > . axk)

Wiy
—J Sj



Caso de maquinas relacionadas

Teorema: Para o jogo de balanceamento de carga

em m maquinas relacionadas, PoA(m) = @(Iglglgmm).

Primeira parte (aula passada):
Mostrar que para jogos J = (n,m,w,s) e
atribuicdes A : [n] — [m] em equilibrio vale que
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Caso de maquinas relacionadas

Teorema: Para o jogo de balanceamento de carga

em m maquinas relacionadas, PoA(m) = @(Iglglgmm).

Primeira parte (aula passada):
Mostrar que para jogos J = (n,m,w,s) e
atribuicdes A : [n] — [m] em equilibrio vale que
lg m
sto(A) = O(————).
custo(A) (lglgm)
Segunda parte:
Apresentar jogo J = (n,m,w,s) e
atribuicdo A : [n] — [m] em equilibrio tal que

lg m )

custo(A) = Q(m
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Da aula anterior

Instancia do jogo: J = (n,m,w,s)

Velocidades das maquinas: s; > 55 > -+ - > sy,
e L=1[1,2,...,m] é a lista das maquinas em ordem de velocidade.

Para k =0,1,...
Lx: maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).

Seja A* uma atribui¢do 6tima (de makespan minimo).
Ficamos devendo a prova do seguinte:

Lema: A*(i) € Ly para toda tarefa i tq A(i) € Lkt1.
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Prova do lema

Lema: A*(i) € Ly para toda tarefa i tq A(/) € Lit1.

Prova: Se L, = L, nada a provar.

Seja ¢ maquina de menor indice em L\ L.

Temos que a carga {q < k OPT(J).

Ca(iy = (k+1) OPT(J) para toda tarefa i tq A(i) € Liy1.

Se w; < sq OPT(J), entdo i teria incentivo para ir para g:

fg+ =+ < kOPT(J) + OPT(J) = (k+1)OPT(J) < Lu,
q

contradic3o.
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Prova do lema
Lema: A*(i) € Ly para toda tarefa i tq A(/) € Lkt1.

Prova: Seja g maquina de menor indice em L\ L.
Temos que a carga {q < k OPT(J).
Para toda tarefa i tq A(/) € L1,

lagy 2 (k+1)OPT(J) e w > s, OPT(J).

Por contradi¢do, suponha que j = A*(i) & L.

Entdo, como s; < 54, a carga de j em A* seria

S Wi Sq OPT(J)

> > OPT(J), contradi¢do. [
S 5



Segunda parte

! denota a inversa da funcio gama, (k) = (k — 1)L

Lema: Existe um jogo J = (n, m, w,s) e atribui¢do A : [n] — [m]
em equilibrio tq

[y

custo(A) > = (F*(m) —2—o(1))OPT(J).

N
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Segunda parte

Lema: Existe um jogo J = (n, m, w,s) e atribuigdo A em equilibrio
tq custo(A) > 1 (F~}(m)—2—o(1))OPT(J).

Prova: Seja g = |[F"1(m/3) —1] e
sejam Gy, ..., G4 grupos disjuntos de maquinas.
Grupo Gg: Z—: maquinas com velocidade 2%,

cada uma com k tarefas de peso 2% atribuidas por A.

Total de maquinas

q
ZIGkI— o Zki Mg+1)<m
k=0

k= O

Complete m com maquinas sem grupo e vazias de velocidade 1
(como as de Gp).
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A estd em equilibrio?

Sejag=["t(m/3)—1] e
sejam Gy, ..., G4 grupos disjuntos de maquinas.

Grupo Gg: Z—i maquinas com velocidade 2k
cada uma com k tarefas de peso 2% atribuidas por A.

Carga em A de maquina em G, é k.

Ent3o tarefa em maquina de G, n3o quer mudar
para maquina em G; com j > k (que tem carga j > k),
nem para maquina de G; com j < k, pois
o2k .
J+§:J+2 I>j+(k—j+1)=k+1,
jaque 2t >t + 1 pratodo t > 1.
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Jogo e equilibrio

Sejag=["*(m/3)—1] e
sejam Gy, ..., G4 grupos disjuntos de maquinas.

Grupo Gg: Z—i maquinas com velocidade 2k
cada uma com k tarefas de peso 2% atribuidas por A.
A & um equilibrio de custo social g.

Vamos mostrar que OPT(J) < 2.

Considere atribuicdo A* que atribui a maquinas de
as tarefas que A atribuiu a maquinas de Gj.

Tarefas que A atribuiu a Gx: k|Gk| = % = (kill)! = |

7 - k
Uma tarefa em cada maquina, com custo de 23—,1 =2.
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Conclusao
Go, ..., Gg grupos de maquinas com q = Lr_l(%) —-1].

Grupo Gg: Z—i magquinas com velocidade 2%,
cada uma com k tarefas de peso 2% atribuidas por A.

A é um equilibrio de custo social g e OPT(J) < 2.

. . _ |r"Y(m/3)-1]
Preco da anarquia deste jogo: > § = ——3~—

Como = @(lg'gl%),

existem ¢ e mg tq > c(pem

lglgm
Ent3o, para m > 3myg, o preco da anarquia é

), para m > mg.

rim3) -1 _ leGfgms) —1U lgm
2 2 = gg2 N Q(lg;lgm)'
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Tempo de convergéncia

No caso de maquinas relacionadas,
n3o se conhece resultado como o para maquinas idénticas.

Mas podemos computar um equilibrio eficientemente.

Algoritmo LPT (/argest processing time):
Atribua tarefas em ordem decrescente de peso,

pondo-as em maquinas que minimizem o seu custo.

Teorema: A atribuicdo calculada por LPT & um equilibrio.
Prova: Por indugdo no namero de tarefas (colocadas).

Ap6s colocarmos a altima tarefa, apenas outras tarefas
da mesma maquina podem ter se tornado insatisfeitas.
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LPT devolve um equilibrio

Algoritmo LPT (/argest processing time):
Atribua tarefas em ordem decrescente de peso,

pondo-as em maquinas que minimizem o seu custo.
Teorema: A atribuicdo calculada por LPT & um equilibrio.

Por inducdo no namero de tarefas (colocadas).
Seja t a dltima tarefa, e j* a maquina a que foi atribuida.
Apenas tarefas alocadas a j* podem estar insatisfeitas.

Seja i < t uma tarefa alocada a j*. Lembre-se que w; > w;.
E(J ) ) twe  LG)+w;
<=5

Ent3o <

, para todo j em [m]
(onde E( ) € a soma dos pesos das tarefas atribuidas a j).



LPT devolve um equilibrio

Algoritmo LPT (/argest processing time):
Atribua tarefas em ordem decrescente de peso,

pondo-as em maquinas que minimizem o seu custo.
Teorema: A atribuicdo calculada por LPT & um equilibrio.

Por inducdo no namero de tarefas (colocadas).
Seja t a Gltima tarefa, e j* a maquina a que foi atribuida.

Apenas tarefas alocadas a j* podem estar insatisfeitas.

Seja i < t uma tarefa alocada a j*. Lembre-se que w; > w;.

Entdo e(J ) L(j)+we < 5(])5fo
j

5 , para todo j em [m]

Logo i esta satisfeita e a atribuicdo estd em equilibrio.

O
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Jogo de balanceamento de carga

Dados:

> n tarefas

» g maquinas

» w;: peso da tarefa j

» s;: velocidade da maquina j
Jogo com estratégias mistas

Conjunto S = [g] e cada jogador escolhe
uma distribuicdo de probabilidade o; em S.

Vetor de estratégias mistas: o = (o1,...,0n)

Custo de o para i1 custoj(c) = Y scgn custo;(A) Pry[A].
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al B

Pior equilibrio de estratégias puras tem makespan 4.

Vetor de estratégias mistas: cada tarefa escolhe a maquina
uniforme e independentemente.

: 1 1 4 2
E[((j)] = 2'2'54-2-1-5 = 54_5 - 3
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Duas maquinas idénticas,
duas tarefas de peso 2, duas de peso 1.

Vetor de estratégias mistas: cada tarefa escolhe a maquina

uniforme e independentemente.
1 4
2

E[((j)] = 2-2-%4_2.1.5 _
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Vetor de estratégias mistas: cada tarefa escolhe a maquina
uniforme e independentemente.
1 1 4 2
E[((j)] = 2-2-~+2-1-2 = =
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Custo cj; para tarefa i ficar numa maquina especifica j:
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= E[{()]+=z-1 =35 sew =1
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Exemplo

Duas maquinas idénticas,
duas tarefas de peso 2, duas de peso 1.

Vetor de estratégias mistas: cada tarefa escolhe a maquina
uniforme e independentemente.
1 1 4 2
E[((j)] = 2-2-~+2-1-2 = =
1) +2 10 =3

Custo cj; para tarefa i ficar numa maquina especifica j:
o = ElOI+

-2 =4 se wj =2

= E[{()]+=z-1 =35 sew =1

NI RN

Independe do J, por isso & um equilibrio.
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Exemplo

Duas maquinas idénticas,
duas tarefas de peso 2, duas de peso 1.

Vetor de estratégias mistas: cada tarefa escolhe
a maquina uniforme e independentemente.

Este € um equilibrio.
Qual é o makespan esperado?

1 1
g2 6+4:5+6-4+4.3) = -(32+36) = 4.25

Isso & pior que o pior vetor de estratégias puras.



Quao pior pode ser?

m maquinas idénticas (velocidade 1) e n tarefas de peso 1



Quao pior pode ser?

m maquinas idénticas (velocidade 1) e n tarefas de peso 1

Cada tarefa escolhe uma maquina com probabilidade 1/m.



Quao pior pode ser?

m maquinas idénticas (velocidade 1) e n tarefas de peso 1
Cada tarefa escolhe uma maquina com probabilidade 1/m.

Novamente é um equilibrio.



Quao pior pode ser?
m maquinas idénticas (velocidade 1) e n tarefas de peso 1
Cada tarefa escolhe uma maquina com probabilidade 1/m.

Novamente é um equilibrio.

O 6timo é [n/m] e o makespan esperado?



Quao pior pode ser?
m maquinas idénticas (velocidade 1) e n tarefas de peso 1
Cada tarefa escolhe uma maquina com probabilidade 1/m.
Novamente é um equilibrio.
O 6timo é [n/m] e o makespan esperado?
Balls and bins:

cada uma de n bolas independentemente é colocada
em um de m compartimentos escolhido uniformemente.



Quao pior pode ser?
m maquinas idénticas (velocidade 1) e n tarefas de peso 1
Cada tarefa escolhe uma maquina com probabilidade 1/m.
Novamente é um equilibrio.
O 6timo é [n/m] e o makespan esperado?
Balls and bins:
cada uma de n bolas independentemente é colocada

em um de m compartimentos escolhido uniformemente.

Quantas bolas no compartimento mais cheio?



Quao pior pode ser?
m maquinas idénticas (velocidade 1) e n tarefas de peso 1
Cada tarefa escolhe uma maquina com probabilidade 1/m.
Novamente é um equilibrio.
O 6timo é [n/m] e o makespan esperado?
Balls and bins:
cada uma de n bolas independentemente é colocada

em um de m compartimentos escolhido uniformemente.

Quantas bolas no compartimento mais cheio?

Isso & exatamente o makespan esperadol
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Balls and bins:
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Delimitacao inferior no PoA

Balls and bins:
cada uma de n bolas independentemente é colocada
em um de g compartimentos escolhido uniformemente.

Proposicao:
O valor esperado da ocupacdo maxima é @(

Ing ))

In(14+%1ng

Teorema: Para todo g, existe uma instancia J do jogo de
balanceamento de carga com g maquinas idénticas e n = g tarefas
que tem um equilibrio de Nash misto P com

custo(P) = Q( Ing JOPT(J).

Inlng
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Delimitagao superior no PoA

Teorema: Considere uma instancia J do jogo

de balanceamento de carga com g maquinas idénticas

e seja P um equilibrio de Nash do jogo. Vale que
custo(P) = O Ing JOPT(J).

Inlng

Prova: Lembre-se que custo(P) = E[max;e[m £(J)]-

Primeiramente, E[((j)] < (2 — -27)OPT(J).

Relembremos resultado para o jogo com estratégias puras:

Teorema: Para o jogo de balanceamento de carga
em m maquinas idénticas com estratégias puras,

PoA(m) = (2 - %ﬂ)



Relembrando...

Teorema: Para o jogo de balanceamento de carga
em m maquinas idénticas com estratégias puras,

PoA(m) = (2 - %ﬂ)

Prova: Jogo J = (n, m, w) e atribuicdo A: [n] — [m].
J*: maquina com carga maxima em A

i*: tarefa mais leve em j*

0(j): carga da maquina j em A

Se s6 i* em j*, entdo custo(A) = OPT(J) e nada a provar.
Sendo w;« < 1 custo(A).

N3o ha maquina com carga menor que £(j*) — w;
(ou i* teria incentivo para ir para tal maquina).



Relembrando...

Prova: Jogo J = (n, m, w) e atribuicdo A: [n] — [m].
J*: maquina com carga maxima em A
i*: tarefa mais leve em j*
£(j): carga da maquina jem A
w;- < % custo(A).
N&o ha maquina com carga menor que £(j*) — w;«.
Ou seja, para todo j € [m],
. . 1 1

0j) > (%) — w» > custo(A) — Ecusto(A) = Ecusto(A)

e

: w; iclm L
OPT() Die Wi Zjerm U)

Y

cust,Z(A) +(m— 1)’:usto(A)/2 _ (m+4 1)custo(A)
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Relembrando...

Prova: Jogo J = (n, m, w) e atribuigdo A : [n] — [m].
Jj*: maquina com carga maxima em A
i*: tarefa mais leve em j*

0(j): carga da maquina j em A
w;- < % custo(A).

N3o ha maquina com carga menor que £(j*) — wj=.
Ou seja, £(j) > 4 custo(A) para todo j € [m] e
(m 4+ 1)custo(A)

PT >
OPT() = 2m ’
donde se conclui que

custo(A) < (2— i)OPT(J). O

m+1
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Adaptacao de parte da prova

Jogo de balanceamento de carga com estratégias mistas

jogo J = (n,m,w), vetor de estratégias mistas P

hE

J*: maquina com carga esperada maxima em P
i*: tarefa com prob. positiva em j* e pj«jw;= minimo.

0(j): carga da maquina j em A (variavel aleatoria)

custo(P) = E[((j*)] e pj=j=w;+ < & custo(P).

Para todo j € [m], E[((j)] > 3 custo(P) e

Zie[n] Wi _ Zje[m] E[¢()]

cust,g(P) + (m— l)cfsto(P)/Z _ (m + 1)custo(P)
m 2m

OPT(J) >




Adaptacao de parte da prova

Jogo de balanceamento de carga com estratégias mistas

jogo J = (n,m,w), vetor de estratégias mistas P

b

J*: maquina com carga esperada maxima em P
i*: tarefa com prob. positiva em j* e pj«j«w;- minimo.

¢(j): carga da maquina j em A (variavel aleatéria)
custo(P) = E[¢(j*)] e pi=j=w;~ < & custo(P).

Para todo j € [m], E[¢(j)] > % custo(P)
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Jogo de balanceamento de carga com estratégias mistas

jogo J = (n,m,w), vetor de estratégias mistas P

J*: maquina com carga esperada maxima em P

i*: tarefa com prob. positiva em j* e pj«j«w;- minimo.

¢(j): carga da maquina j em A (variavel aleatéria)
custo(P) = E[¢(j*)] e pi=j=w;~ < & custo(P).

Para todo j € [m], E[¢(j)] > % custo(P)
e OPT(J) > (m+1)2custo(P)‘

2

Logo, para todo j € [m], E[((j)] < (2— —

JOPT(J).
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Inlnm

Prova: Lembre-se que custo(P) = E[max;c[m £(J)]-

Primeiramente, E[¢(j)] < (2 — %H)OPT(J). Feito.



Delimitagao superior no PoA

Teorema: Considere uma instancia J do jogo de

balanceamento de carga com m maquinas idénticas

e seja P um equilibrio de Nash do jogo. Vale que
custo(P) = O (™) OPT(J).

Inlnm

Prova: Lembre-se que custo(P) = E[max;c[m £(J)]-

Primeiramente, E[¢(j)] < (2 — %H)OPT(J). Feito.

Logo max;c[m) E[¢(j)] <2O0PT(J).



Delimitagao superior no PoA

Teorema: Considere uma instancia J do jogo de

balanceamento de carga com m maquinas idénticas

e seja P um equilibrio de Nash do jogo. Vale que
custo(P) = O (™) OPT(J).

Inlnm

Prova: Lembre-se que custo(P) = E[max;c[m £(J)]-

Primeiramente, E[¢(j)] < (2 — erl)OPT(J). Feito.

Logo max;c[m) E[¢(j)] <2O0PT(J).

Vamos mostrar que o valor esperado da carga maxima desvia

de um fator O(hi’;n’"m) do maximo dos valores esperados.



Delimitagao superior no PoA

Teorema: Considere uma instancia J do jogo de

balanceamento de carga com m maquinas idénticas

e seja P um equilibrio de Nash do jogo. Vale que
custo(P) = O (™) OPT(J).

Inlnm

Prova: Lembre-se que custo(P) = E[max;c[m £(J)]-
Primeiramente, E[¢(j)] < (2 — er1)OPT(J). Feito.
Logo max;c[m) E[¢(j)] <2O0PT(J).

Vamos mostrar que o valor esperado da carga maxima desvia

de um fator O(hi’;n’"m) do maximo dos valores esperados.

Valor esperado da carga maxima é o custo(P).



Delimitacao superior no PoA

Teorema: Considere uma instancia J do jogo de

balanceamento de carga com m maquinas idénticas

e seja P um equilibrio de Nash do jogo. Vale que
custo(P) = O (™) OPT(J).

Inlnm

Prova: Lembre-se que custo(P) = E[max;ec[m £(J)]-
Vimos que max;c[n, E[((j)] < 20PT(J).

Vamos mostrar que custo(P) = O( In m Ymax;eim E[EG)].

Inlnm



Delimitacao superior no PoA

Teorema: Considere uma instancia J do jogo de

balanceamento de carga com m maquinas idénticas

e seja P um equilibrio de Nash do jogo. Vale que
custo(P) = O (™) OPT(J).

Inlnm

Prova: Lembre-se que custo(P) = E[max;ec[m £(J)]-
Vimos que max;c[n, E[((j)] < 20PT(J).

Vamos mostrar que custo(P) = O( In m Ymax;eim E[EG)].

Inlnm

Ou melhor, mostraremos que custo(P) = O( In m JOPT(J). O

Inlnm



Resta mostrar que...

Lembrando que custo(P) = E[max;c( £(/)],
e que E[((j)] < 20PT(J), resta mostrar que

custo(P) = Of Inm JOPT(J).

Inlnm
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e que E[((j)] < 20PT(J), resta mostrar que

custo(P) = Of Inm JOPT(J).
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Desigualdade ponderada de Chernoff: Sejam Xi,..., Xy v.a.
independentes em [0, z| para algum z > 0 e seja X = Z,N:l X;.
Para todo t, Pr[X > t] < (e E[X]/t)!/~.
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Resta mostrar que...

Lembrando que custo(P) = E[max;c( £(/)],
e que E[((j)] < 20PT(J), resta mostrar que

custo(P) = Of Inm JOPT(J).

Inlnm

Desigualdade ponderada de Chernoff: Sejam Xi,..., Xy v.a.
independentes em [0, z| para algum z > 0 e seja X = Z,N:l X;.
Para todo t, Pr[X > t] < (e E[X]/t)!/~.

Fixe j € [m] e seja w o maior peso de uma tarefa.
Aplicando Chernoff,

Pri¢(j) > t] < (eE[f(j)])t/W < (2eOPtT(J)>t/OPT(J)

se t > 2e OPT(J) pois w < OPT(J).
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|
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Entdo, se t > 2e OPT(J),
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Resta mostrar que...
Lembrando que custo(P) = E[max;c(m £(/)],

In
resta mostrar que custo(P) = Of

- Inm)OPT(J).

Fixe j € [m] e seja w o maior peso de uma tarefa.
Entdo, se t > 2e OPT(J),
2e OPT(J)

Pl 2 1 < (22
Para 7 =2O0PT(J)Inm/InInm, e qualquer x > 0,

)W&u).

elnlnm, 2lam_ _ x
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Resta mostrar que...
Lembrando que custo(P) = E[max; e[m] ()],

)OPT(J)

resta mostrar que custo(P) = O(I |
nlnm

Fixe j € [m] e seja w o maior peso de uma tarefa.

Entdo, se t > 2e OPT(J),

2e OPT(J)
t

Para 7 =2O0PT(J)Inm/InInm, e qualquer x > 0,
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Lembrando que custo(P) = E[max e[m] ()],

)OPT(J)

resta mostrar que custo(P) = O(I |
nlnm

Fixe j € [m] e seja w o maior peso de uma tarefa.
Entdo, se t > 2e OPT(J),

2e OPT(J)

t
) OPT(J)
t

Pri¢) = 1] < (

Para 7 =20PT(J)Inm/Inlnm, e qualquer x > 0,
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In

resta mostrar que custo(P) = Of m YOPT(J).
Inlnm
Para 7 =2 w, e qualquer x > 0,

Pr(j) > 74x] < mL.e OFTO.
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Resta mostrar que
Lembrando que custo(P) =

E[max; el[m] Gl

=0
(In Inm

Para m =2 Opgﬁi)ninm, e qualquer x > 0,

Prt(j) > 74x] < m!.e OFTO,

IN Pr[X > t] dt para toda v.a. ndo-negativa
Logo custo(P

resta mostrar que custo(P)

JOPT(J).

E[X] =

fo Prmax;cm £(Jj) > t] dt e
o0
custo(P) < T+/
0

Prlmax ((j) > 7 + t] dt
J€lm]



Resta mostrar que...

Lembrando que custo(P) = E[max;c(m £(/)],
In

resta mostrar que custo(P) = Of m YOPT(J).
Inlnm
Para =2 w, e qualquer x > 0,

Prt(j) > 74x] < m'.e OFTO,
E[X] = [;7 Pr[X > t] dt para toda v.a. ndo-negativa.
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Resta mostrar que
Lembrando que custo(P) =

E[max; el[m] Gl

=0
(In Inm

Para m =2 Opgﬁi)rrl,nm, e qualquer x > 0,

Pri¢(j) > 74x] < m™?

resta mostrar que custo(P)
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Resta mostrar que...
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|
resta mostrar que custo(P) = Of nm YOPT(J).
Inlnm
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Prt(j) > 74x] < m'.e OFTO) e

custo(P) < T+/ Pr[_m[ax]({‘(j)ZT—i-t]dt
0 JEM
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X

o
< T+/ e OPT() dx
0



Resta mostrar que...

Lembrando que custo(P) = E[max;c(m £(/)],
Inm

resta mostrar que custo(P) = O(I | YOPT(J).
ninm
Parat =2 w, e qualquer x > 0,

Prit(j) > 74x] < ml.e OPT0) e

custo(P) < T—|—/ Pr[max ((j) > 7 + t] dt
0

J€[m]

IN
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Jjelm]
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Resta mostrar que...

Lembrando que custo(P) = E[max;c(m £(/)],
nm ) opre).

m
resta mostrar que custo(P) = O(I |
nlnm

OPT(J)Inm

minm _+ € qualquer x > 0,

Para 7 =2

Pri¢(j) > 74+x] < m™t. e 0PI e
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0
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