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Cada jogador controla uma tarefa.

Conjuntos de estratégias S; = [q]:
o jogador escolhe a qual maquina atribuir sua tarefa.

Vetor de estratégias: atribuicdo A : [n] — [q].

Custo de A para i, onde j = A(/i): custo;(A) = Zk:A(k) e

=j sj
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Tempo de convergéncia
Maquinas idénticas

Politica da melhor resposta de peso maximo:
Ative apenas tarefas insatisfeitas de peso maximo.
Uma tarefa ativa muda para melhor maquina.

Teorema: A politica de melhor resposta de peso maximo
atinge um equilibrio depois de no maximo n passos.
Prova: Tarefa que migra nunca mais fica insatisfeita.

» A carga minima n3o diminui.

» Tarefas ativas t&ém peso n3o crescente.

Atinge equilibrio no maximo em n passos.
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Teorema: Para o jogo de balanceamento de carga

em m maquinas relacionadas, PoA(m) = @(Iglglgmm).

Primeira parte:
Mostrar que para jogos J = (n, m,w,s) e
atribui¢des A : [n] — [m] em equilibrio vale que

lg m
to(A) = O(————)OPT(J).
custo(A) O(Iglgm) (J)
Segunda parte:
Apresentar jogo J = (n,m,w,s) e
atribuicdo A : [n] — [m] em equilibrio tal que

lg m

CUStO(A) = Q(w

JOPT(J).
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Vamos mostrar que ¢ < I 1(m),
onde ! denota a inversa da funcio gama,
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lglgm
logo isso é suficiente para completar a prova.
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Primeira parte

Lema: Para jogos J = (n,m,w,s) e
atribui¢des A : [n] — [m] em equilibrio, vale que
lg m
A)=0(—).
custo(A) O(Iglgm)
Prova: Seja ¢ = |custo(A)/OPT(J)].
Vamos mostrar que ¢ < I1(m) = @(Iglglmm),
ondel éa el(k)=(k—1)L

SPG,s1 > >+ >sp, esejalL=[1,2,...,m|
a lista das maquinas em ordem de velocidade.

Para k € {0,...,c— 1},
Lg: maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).



Primeira parte
F(k)=(k—1)! 1> > > sy L=1[1,2,...,m]

Para k € {0,...,c— 1},
Lx: maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).



Primeira parte
M(k) = (k —1)! S>> > 5, L=][1,2,...,m|

Para k € {0,...,c— 1},
Lx: maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).

A

C

c-1 —

c-2




Primeira parte
M(k) = (k —1)! S>> > 5, L=1[1,2,...,m|

Para k € {0,...,c— 1},
Lk: maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).



Primeira parte
M(k) = (k —1)! S>> > 5, L=1[1,2,...,m|
Para k € {0,...,c— 1},

Lk: maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).

Vamos provar que |Li| > (k+ 1)|Lxs1] e [Le—1| > 1.



Primeira parte
M(k) =(k—1)! S1 > > > 5y L=11,2,...,m]
Para k € {0,...,c— 1},
Lk: maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).

Vamos provar que |Li| > (k+ 1)|Lxs1] e [Le—1| > 1.

Disso segue que |Lo| > (¢ — 1) =T (c).



Primeira parte
M(k) =(k—1)! S1 > > > 5y L=11,2,...,m]
Para k € {0,...,c— 1},
Lk: maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).

Vamos provar que |Li| > (k+ 1)|Lxs1] e [Le—1| > 1.

Disso segue que |Lo| > (¢ — 1) =T (c).

Como Lo = L, temos que m > I(c) e portanto ¢ < I1(m).



Primeira parte
F(k) = (k—1)! S1> 5> > sy L=1[1,2,...,m]

Para k € {0,...,c— 1},
Lk: maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).

Vamos provar que |Li| > (k+ 1)|Lxs1] e [Le—1| > 1.

Disso segue que |Lo| > (¢ — 1) =T (c).

Como Lo = L, temos que m > I(c) e portanto ¢ < I1(m).

Resta provar a recorréncia.
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Prova da recorréncia
Vamos provar que |Lg| > (k + 1)|Lxs1| e [Le—1| > 1.
Primeiro, mostremos que |L._1| > 1.
Suponha que n3o, ou seja, que L._1 = 0.
Entdo a carga /1 < (c — 1)OPT(J).
Seja i tarefa atribuida a uma maquina com carga ¢ OPT(J).
0+ ZVT < (¢ —1)OPT(J) + OPT(J) = cOPT(J).

Ou seja, i tem incentivo para mudar para a maquina 1.

Contradicdo pois A & um equilibrio.
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Lema: A*(i) € Ly para toda tarefa i tq A(/) € Lit1.

Prova: Se L, = L, nada a provar.

Seja ¢ maquina de menor indice em L\ L.

Temos que a carga {q < k OPT(J).

Ca(iy = (k+ 1) OPT(J) para toda tarefa i tq A(i) € Liy1.

Se w; < sq OPT(J), entdo i teria incentivo para ir para g:

lg+ Sﬁ < kOPT(J) + OPT(J) = (k + 1)OPT(J) < lap,
q

contradic3o.
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Seja A* uma atribui¢do 6tima (de makespan minimo).
Lema: A*(i) € Lk para toda tarefa i tq A(/) € Liky1.

Prova: Seja ¢ maquina de menor indice em L\ L.
Temos que a carga {q < k OPT(J).
Para toda tarefa i tq A(/) € Lkt1,

lagy = (k+1)OPT(J) e w;>sgOPT(J).

Por contradicdo, suponha que j = A*(i) & L.
Entdo, como s; < 54, a carga de j em A* seria
Wi S OPT(J)

Sj SJ

>

> OPT(J), contradiggo.

O
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JELky1

Pelo Lema, A* atribui tudo isso a Ly sem estourar OPT(J), logo

Y OPT(J)s > Y (k+1)OPT(J)s;,

JeLy J€Lks1

que implica que >Z;c; 5 > ey, (k+1)s;.
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Prova de que |Ly| > (k +1)|Lxs1]
Seja A* uma atribui¢do 6tima (de makespan minimo).
Lema: A*(i) € Lk para toda tarefa i tq A(/) € Liy1.

Peso atribuido por A a maquinas em Ly €
ZjELkH(k + 1) OPT(J)s;.

Como A* atribui tudo isso a Ly sem estourar OPT(J),
temos que ZjeLk sj > ZjeLk+1(k +1)s;

Seja s* a velocidade da maquina mais lenta em Ly 1,
ou seja, s* =1, |-

Entdo > e, " = Xjer,, (kK +1)s"
donde concluimos que |Lk| > (k 4+ 1)|Lky1]-
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lgm
custo(A) = O(lggl;m)



Caso de maquinas relacionadas

Teorema: Para o jogo de balanceamento de carga

em m maquinas relacionadas, PoA(m) = G)(Iglglg’"m).

Primeira parte:
Mostrar que para jogos J = (n,m, w,s) e
atribui¢des A : [n] — [m] em equilibrio vale que

lg m )

custo(A) = O (w

Segunda parte: (Aula que vem!!!l)
Apresentar jogo J = (n,m,w,s) e
atribuicdo A : [n] — [m] em equilibrio tal que

).

lgm

custo(A) = Q(Ig g



