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Complexidade computacional

O Teorema de Nash garante a existéncia de
um equilibrio em qualquer jogo finito.

Mas como encontrar um tal equilibrio?

Kamal Jain:
“If your laptop cannot find it, neither can the market.”

Problema NASH: Dado um jogo em forma padrio,
encontrar um equilibrio de Nash.

Podemos resolver esse problema eficientemente?

Qual é a sua complexidade?

A versdo de decisdo (existe equilibrio de Nash?) é trivial...
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Discussao
Seja 0 € X. Estratégia s em S; é resposta 6tima para o_; se
Ui(s,o-i) = max{Uj(p,o_;) : p € L;}.

Teorema: o € ¥ é equilibrio de Nash sse todas as estratégias puras
no suporte dos o; sdo respostas 6timas.
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Equilibrio simétrico de Nash: (0, 1/3, 2/3).
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Consequéncia

Resolver NASH significa encontrar o suporte certo
das estratégias mistas de cada jogador.

Sejam S/ C S; os suportes para cada i, e ki = |S]|.

Sistema de equac¢des polinomiais:

As k; probabilidades correspondentes devem somar 1.
O valor de U; deve ser igual para as k; estratégias.

Tais restricdes sdo descritas em k;'s equacdes,
para um total de ). ki equagdes, com ). k; variaveis.

Resolva o sistema e verifique se a solucdo consiste
em ndmeros positivos que formam um equilibrio.



Complexidade computacional

Os seguintes problemas sdo NP-completos:
dado um jogo com dois jogadores na forma matricial,
decidir se este jogo tem

>

>

pelo menos dois equilibrios de Nash;

dado k, um equilibrio de Nash para o jogador 1 com utilidade
pelo menos k;

dado k, um equilibrio de Nash com valor social pelo menos k;

dado k, um equilibrio de Nash com pelo menos k estratégias
no seu suporte;

dado s, um equilibrio de Nash com s no suporte;

dado s, um equilibrio de Nash sem s no suporte.
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Vamos mostrar uma reducdo de SAT para este problema.

¢: férmula booleana em FNC sobre as variaveis xi, . .., X,.

Je(): jogo simétrico com dois jogadores para € > 0.

O conjunto S de estratégias de cada jogador é a unido
» do conjunto das variaveis V = {xi,...,x,},
» do conjunto dos literais L = {+x1, —x1, ..., +Xn, —Xn},
» do conjunto das clausulas C, e

» de uma estratégia especial f.

v(f) = x se x & a variavel correspondente a /.
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Equilibrio ébvio: (f, ) pois
> ui(f,f)=uw(f,f)=c¢
» ui(y,f) = w(f,y) =0 para todo x em S\ {f}

Existe um outro equilibrio de Nash (EN) sse ¢ é satisfativel.
A C L: conjunto de literais de atribuicdo que satisfaz ¢.

Estratégia mista que escolhe
cada elemento de A com probabilidade 1/n & EN.

EN distinto de (f, f) & uma estratégia mista do tipo acima.
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A B X1 X2 +x1 —X1 +x2 —X2 x1 V X2 X1 V x2
X1 —2 —2 | —2 -2 0 2 0 2 2 2 2 2| 2 2| -2 201
X2 —2 —2 | —2 -2 2 2 2 —2 0 2 0 2| 2 2| -2 -2 01
+x1 -2 0| -2 2 O O] -2 -2 O © 1 1| -2 o] -2 2]o01
—x1 —2_ 0 | —2 2 —2 -2 11 11 1 1| 2 2| -2 001
+x2 -2 2 [ -2 o0 O © 11 ®© O] 2 2] -2 2] -2 o0ofo1
—x2 —2 2 | —2 0 11 1 1 —2 -2 1 1| 2 0] -2 2]01
X1 VX | —2 —2 | —2 —2 0 2 2 2 2 2 0 2| 2 2| —2 2|01
XeVxz | —2 —2 | —2 -2 2 2 0 2 0 2 2 2| —2 2| -2 -2 01
f 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0| cc

A C L: conjunto de literais de atribuicdo que satisfaz ¢.

Estratégia mista que escolhe
cada elemento de A com probabilidade 1/n é EN.

x1=x=V

oi(+x1) = oi(+x2) =1/2 para i = 1,2
E[u1(0)] = E[w(o)]=n—1
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x1=x»=F
oi(—x1) = oi(—x2) = 1/2 para i = 1,2
Elui(0)] = E[ua(0)] =n—1
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A B X1 X2 +x1 —X1 +x2 —X2 x1 V X2 X1 V x2 f
X1 —2 2 —2 2 0 2 0 2 2 2 2 2 —2 2 —2 2 01
X2 —2 -2 —2 —2 2 -2 2 —2 0 —2 0 —2 —2 -2 —2 —2 0 1
+x1 -2 0 —2 2 1 1 —2 -2 1 1 1 1 —2 0 —2 2 0 1
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x1 V X2 —2 -2 —2 -2 0 —2 2 -2 2 -2 0 —2 —2 -2 —2 -2 01
X1 V x2 —2 2 —2 2 2 2 0 2 0 2 2 2 —2 2 —2 2 01
f 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 € ¢

Se o jogador B n3o escolhe estratégia de L,
entdo a (nica resposta 6tima para A é f.

Suponha que pZ(L) > 0.

Considere a esperanca da utilidade de A
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A B X1 X2 +x1 —x1 +x2 —Xx2 x1 V X2 X1 V x2
X1 —2 2 —2 2 0 2 0 2 2 2 2 2 —2 2 —2 2 01
X2 —2 —2 —2 —2 2 -2 2 -2 0 —2 0 —2 —2 —2 —2 —2 01
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X1 V x2 —2 2 —2 2 2 2 0 2 0 2 2 2 —2 2 —2 2 01
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Se o jogador B n3o escolhe estratégia de L,
entdo a (nica resposta 6tima para A é f.

Suponha que pZ(L) > 0.

Considere a esperanca da utilidade de A
condicionada a B n&o escolher estratégia de L.

Se esta esperanca de A for menor que n — 1,

A estaria melhor jogando apenas f (que da n — 1 neste caso).

Assim esta esperanca de A deve ser pelo menos n — 1.
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Se B pde menos peso nos literais da variavel x; que de outras,

ta 6tima para A é x;, que da mais que n — 1.

3o a (nica respos

enta



Exemplo: ¢ = (x1 V X)(X1 V x2)

A B X1 X2 +x1 —X1 +x2 —X2 x1 V X2 X1V x2 f
X1 —2 -2 —2 —2 0 —2 0 —2 2 —2 2 —2 —2 -2 —2 —2 0 1
X2 —2 -2 —2 -2 2 -2 2 -2 0 —2 0 —2 —2 -2 —2 -2 01
+x1 —2 0 —2 2 1 1 -2 -2 1 1 1 1 —2 0 —2 2 01
—X1 —2 0 —2 2 —2 -2 1 1 1 1 1 1 —2 2 —2 0 0 1
+x2 -2 2 —2 0 1 1 1 1 1 1 —2 -2 —2 2 —2 0 0 1
—X2 —2 2 —2 0 1 1 1 1 —2 —2 1 1 —2 0 —2 2 01
XAV X2 | —2 —2 | —2 —2 0 —2 2 —2 2 —2 0 2| —2 2| =2 -2 ] 01
X1 V x2 —2 -2 —2 -2 2 —2 0 —2 0 —2 2 —2 —2 -2 —2 —2 0 1
f 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 € €

Se B pde menos peso nos literais da variavel x; que de outras,
entdo a Unica resposta 6tima para A é x;, que da mais que n — 1.

Ent3o B pde mesmo peso nos literais de cada variavel.




Exemplo: ¢ = (x1 V X)(X1 V x2)

A B X1 X2 +x1 —X1 +x2 —X2 x1 V X2 X1V x2 f
X1 —2 -2 —2 —2 0 —2 0 —2 2 —2 2 —2 —2 -2 —2 —2 0 1
X2 —2 -2 —2 -2 2 -2 2 -2 0 —2 0 —2 —2 -2 —2 -2 01
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Se B pde menos peso nos literais da variavel x; que de outras,
entdo a Unica resposta 6tima para A é x;, que da mais que n — 1.

Ent3o B pde mesmo peso nos literais de cada variavel.

Se B p&e peso em +x; e em —x;, ent3o
A n3o pode escolher +x; ou —x;, ou fica com menos que n — 1.




Exemplo: ¢ = (x1 V X)(X1 V x2)

A B X1 X2 +x1 —X1 +x2 —X2 x1 V X2 X1V x2 f
X1 —2 -2 —2 —2 0 —2 0 —2 2 —2 2 —2 —2 -2 —2 —2 0 1
X2 —2 -2 —2 -2 2 -2 2 -2 0 —2 0 —2 —2 -2 —2 -2 01
+x1 —2 0 —2 2 1 1 -2 -2 1 1 1 1 —2 0 —2 2 01
—X1 —2 0 —2 2 —2 -2 1 1 1 1 1 1 —2 2 —2 0 0 1
+x2 -2 2 —2 0 1 1 1 1 1 1 —2 -2 —2 2 —2 0 0 1
—X2 —2 2 —2 0 1 1 1 1 —2 —2 1 1 —2 0 —2 2 01
XAV X2 | —2 —2 | —2 —2 0 —2 2 —2 2 —2 0 2| —2 2| =2 -2 ] 01
X1 V x2 —2 -2 —2 -2 2 —2 0 —2 0 —2 2 —2 —2 -2 —2 —2 0 1
f 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 € €

Se B pde menos peso nos literais da variavel x; que de outras,
entdo a Unica resposta 6tima para A é x;, que da mais que n — 1.

Ent3o B pde mesmo peso nos literais de cada variavel.

Se B p&e peso em +x; e em —x;, ent3o
A n3o pode escolher +x; ou —x;, ou fica com menos que n — 1.

Assim A e B escolhem uma atribuicio para os x;'s.
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30 para o0s X;'s.

A e B escolhem uma atribuic



Exemplo: ¢ = (x1 V X)(X1 V x2)

A B X1 X2 +x1 —X1 +x2 —X2 x1 V X2 X1V x2 f
X1 —2 -2 —2 -2 0 —2 0 —2 2 —2 2 —2 —2 -2 —2 —2 0 1
X2 —2 —2 —2 -2 2 -2 2 -2 0 —2 0 —2 —2 —2 —2 —2 01
+Xx1 —2 0 —2 2 1 1 -2 -2 1 1 1 1 —2 0 —2 2 01
—X1 —2 0 —2 2 —2 -2 1 1 1 1 1 1 —2 2 —2 0 01
+x2 -2 2 —2 0 1 1 1 1 1 1 —2 -2 —2 2 —2 0 0 1
—X2 —2 2 —2 0 1 1 1 1 —2 -2 1 1 —2 0 —2 2 01
x1 V X2 —2 -2 —2 -2 0 —2 2 -2 2 —2 0 —2 -2 -2 -2 -2 01
X1 V x2 —2 -2 —2 -2 2 —2 0 —2 0 —2 2 —2 —2 -2 —2 -2 0 1
f 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 € €

A e B escolhem uma atribuicdo para os x;'s.

Se essa atribui¢do ndo satisfaz ¢,
ent3o A escolhe uma clausula n3o satisfeita, que da utilidade n,
e n3o seria equilibrio pois B iria mudar para f.




Exemplo: ¢ = (x1 V X)(X1 V x2)

A B X1 X2 +x1 —X1 +x2 —X2 x1 V X2 X1V x2 f
X1 —2 -2 —2 -2 0 —2 0 —2 2 —2 2 —2 —2 -2 —2 —2 0 1
X2 —2 —2 —2 -2 2 -2 2 -2 0 —2 0 —2 —2 —2 —2 —2 01
X1 —2 0 —2 2 1 1 -2 -2 1 1 1 1 —2 0 —2 2 01
—X1 —2 0 —2 2 —2 -2 1 1 1 1 1 1 —2 2 —2 0 01
+x2 -2 2 —2 0 1 1 1 1 1 1 —2 -2 —2 2 —2 0 0 1
—X2 —2 2 —2 0 1 1 1 1 —2 -2 1 1 —2 0 —2 2 01
x1 V X2 —2 -2 —2 -2 0 —2 2 -2 2 —2 0 —2 -2 -2 —2 -2 01
X1 V x2 —2 -2 —2 -2 2 —2 0 —2 0 —2 2 —2 —2 -2 —2 -2 0 1
f 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 € €

A e B escolhem uma atribuicdo para os x;'s.

Se essa atribui¢do ndo satisfaz ¢,
ent3o A escolhe uma clausula n3o satisfeita, que da utilidade n,
e n3o seria equilibrio pois B iria mudar para f.

Como é equilibrio, essa atribuicdo satisfaz ¢.




