Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Ordenacao em tempo linear

- N

CLRS cap 8
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Ordenacao: limite inferior

fProblema: Rearranjar um vetor A[l..n|] de modo que
ele fique em ordem crescente.

Existem algoritmos que consomem tempo O(nlgn).
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Ordenacao: limite inferior

-

fProblema: Rearranjar um vetor A[l..n|] de modo que
ele fique em ordem crescente.

Existem algoritmos que consomem tempo O(nlgn).

Existe algoritmo assintoticamente melhor?

NAO, se o algoritmo é baseado em comparacoes.
Prova?

Qualquer algoritmo baseado em comparacoes
é uma “arvore de decisao”.
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Limite inferior

fConsidere uma arvore de decisao para A[l..n|.
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Limite inferior

fConsidere uma arvore de decisao para A[l..n|.
Numero de comparagoes, no pior caso?

Resposta: altura, h, da arvore de decisao.
Todas as n! permutacoes de 1, ....n devem ser folhas.

Toda arvore binaria de altura » tem no maximo 2" folhas.
Prova: Por indugcao em h. A afirmacao vale para h = 0.
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Limite inferior

fConsidere uma arvore de decisao para A[l..n|. T

Numero de comparagoes, no pior caso?
Resposta: altura, h, da arvore de decisao.

Todas as n! permutacoes de 1, ....n devem ser folhas.

Toda arvore binaria de altura 4 tem no maximo 2" folhas.

Prova: Por inducao em h. A afirmacao vale para h = 0.
Suponha que a afirmagao vale para toda arvore binaria de
altura menor que h, para h > 1.
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Limite inferior

fConsidere uma arvore de decisao para A[l..n|. T

Numero de comparagoes, no pior caso?
Resposta: altura, h, da arvore de decisao.

Todas as n! permutacoes de 1, ....n devem ser folhas.

Toda arvore binaria de altura 4 tem no maximo 2" folhas.

Prova: Por inducao em h. A afirmacao vale para h = 0.
Suponha que a afirmacao vale para toda arvore binaria de
altura menor que h, para h > 1.

Numero de folhas de arvore de altura » € a soma do
numero de folhas das subarvores, que tém altura < h — 1.
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Limite inferior

fConsidere uma arvore de decisao para A[l..n|. T

Numero de comparagoes, no pior caso?
Resposta: altura, h, da arvore de decisao.

Todas as n! permutacoes de 1, ....n devem ser folhas.

Toda arvore binaria de altura 4 tem no maximo 2" folhas.

Prova: Por inducao em h. A afirmacao vale para h = 0.
Suponha que a afirmacao vale para toda arvore binaria de
altura menor que h, para h > 1.

Numero de folhas de arvore de altura h € a soma do
numero de folhas das subarvores, que tém altura < h — 1.
Logo, o numero de folhas de uma arvore de altura h é

L < 2x 21 = 9oh J



Limite inferior

fAssim, devemos ter 2" > n!, donde h > lg(n!).
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Limite inferior

fAssim, devemos ter 2" > n!, donde h > lg(n!).

1:[ )(i+1) > ﬁn = n"
1=1

1=0



Limite inferior

fAssim, devemos ter 2" > n!, donde h > lg(n!).

n—1 n

(n)? = (n—i)(i+1) > H n =

1=0 1=1

Portanto,

n

n
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Limite inferior

fAssim, devemos ter 2" > n!, donde h > lg(n!).

n—1 n

(n)? = [ (n=i)@+1) > [[n = n"

1=0 1=1

Portanto,

Alternativamente, a féormula de Stirling diz que

nl = \/27’(‘72(2)”(14—@(1
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Limite inferior

fAssim, devemos ter 2" > n!, donde h > lg(n!).

n—1 n

(n)? = (n—i)(i+1) > H n

1=0 1=1

Portanto,

:nn

Alternativamente, a féormula de Stirling diz que

1
n

nl = V2rn(=)"(1+6(=)).

€

LDisso, temos que h > lg(n!) > lg(2)" =

n(lgn —lge).



Conclusao

Todo algoritmo de ordenacao
baseado em comparacoes faz

Q(nlgn)

comparacoes no pior caso.
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Counting Sort

~ Recebe inteiros n e k, € um vetor A[1..n] onde
cada elemento é um inteiro entre 1 e k.

Devolve um vetor B[1..n] com
0s elementos de A[l1..n| em ordem crescente.

COUNTINGSORT(A, n)

para: < 1 até k faca
Cli] < 0

para j < 1 até n faca
ClA]] « ClAP]l +1

para: < 2 até . faca
Cli] < Cli] + Cli — 1]

para j < n decrescendo ate 1 faca
B|CA[j]]} < AlJ]
ClAY]] « ClAP]I -1

devolva B

QCQOWOONOOTLRAWDN—
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Consumo de tempo

| | .
linha consumo na linha

1 O (k)

2 O(k)

3 O(n)

4 O(n)

S O(k)

6 O(k)

/ ©(n)

8 O(n)

9 O(n)

10 O(1)

total 77?77 J
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Consumo de tempo

linha consumo na linha
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Counting Sort
-

COUNTINGSORT(A, n)

para : < 1 até / faca
Cli] <0

para j < 1 até n faca
ClAl]] < ClA[]] +1
para: < 2 até . faca
Cli] + Cli]+ C[i — 1]
para j «+ n decrescendo até 1 faca
BIC[A[j]]] + Alj
ClA]j]] « ClA[)] -1
devolva B

CQOWOoONOOILRAhWDN =

—h

Consumo de tempO' Ok +n)
LSe k= , 0 consumo de tempo € O(n).
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Radix Sort

fAlgori’[mo usado para ordenar T

# inteiros nao-negativos com d digitos
# cartOes perfurados
® regqistros cuja chave tem varios campos

digito 1: menos significativo
digito d: mais significativo

RADIXSORT(A, n, d)
1 para: <« 1 até d faca
2  ORDENE(A,n,i)

ORDENE(A,n,i): ordena A[l..n] pelo i-ésimo digito dos

Lnl]meros em A por meio de um algoritmo estavel. J



Estabilidade

fUm algoritmo de ordenacao € estavel se sempre que,
inicialmente, Ali| = A[j] parai < j, a copia Ali] termina em
uma posi¢cao menor do vetor que a copia Al[j].
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Estabilidade
T -

m algoritmo de ordenacao € estavel se sempre que,
inicialmente, Ali| = A[j] parai < j, a copia Ali] termina em
uma posi¢cao menor do vetor que a copia Al[j].

Isso sO é relevante quando temos informacao satelite.

Quais dos algoritmos que vimos sao estaveis?

iInsercao direta? selecao direta? bubblesort?

mergesort?

quicksort?

heapsort?

countingsort? J

© o o o 0



Consumo de tempo do Radixsort
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Depende do algoritmo ORDENE.



Consumo de tempo do Radixsort

- N

Depende do algoritmo ORDENE.

Se cada digito € um inteiro de 1 a £,
entao podemos usar 0 COUNTINGSORT.
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Consumo de tempo do Radixsort

- N

Depende do algoritmo ORDENE.

Se cada digito € um inteiro de 1 a £,
entao podemos usar 0 COUNTINGSORT.

Neste caso, 0 consumo de tempo € O(d(k + n)).
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Consumo de tempo do Radixsort

- N

Depende do algoritmo ORDENE.

Se cada digito € um inteiro de 1 a £,

entao podemos usar 0 COUNTINGSORT.

Neste caso, 0 consumo de tempo € O(d(k + n)).

Se d e limitado por uma constante (ou seja, se d = O(1))
e k = O(n), entdo o consumo de tempo é O(n).

o |
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fF%ecebe um inteiro n € um vetor A[1..n] onde
cada elemento € um numero no intervalo [0, 1).

A 47 1 93| .82 | .12 | 42 | .03 | .62 | .38
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fR

A

Bucket Sort

ecebe um inteiro n e um vetor A[1..n] onde
cada elemento € um numero no intervalo [0, 1).

47 | 93| .82 | .12 | .42 | .03 | .62 | .38 | .77 | .91
Devolve um vetor C'[1..n| com
0s elementos de A[l1..n| em ordem crescente.

03| .12 | .38 | .42 | 47 | 62| .77 | .82 | .91 | .93

C

|
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Bucket Sort

fRecebe um inteiro n € um vetor A[1..n] onde
cada elemento € um numero no intervalo [0, 1).

Devolve um vetor C'[1..n] com
0s elementos de A[l..n| em ordem crescente.

BUCKETSORT(A, n)
para: «+ 0 ate n — 1 faca
B[Z] <{— NIL
para: < 1 até n faca
INSIRA(B]|n Ali]|], Ai])
para: «+ 0 ate n — 1 faca
ORDENELISTA(BJi])
C' + CONCATENE(B, n)
devolva C J
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Bucket Sort

f BUCKETSORT(A, n)

para: <« 0 até n — 1 faca
B[Z] <{— NIL

para: < 1 até n faca
INSIRA(B]|n Ali]|], Ai])

para: <« 0 até n — 1 faca
ORDENELISTA(BJi])

C' + CONCATENE(B, n)

devolva C

CONOOOTP~,WDN —

INSIRA(p, x): insere x na lista apontada por p
ORDENELISTA(p): ordena a lista apontada por p

CONCATENE(B, n): devolve a lista obtida da concatenagao

Ldas listas apontadas por B|0],..., B[n — 1].



Consumo de tempo

fSuponha que 0s numeros em A[l..n] sao
uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1).

Suponha que o ORDENELISTA seja 0 INSERTIONSORT.
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Consumo de tempo

g N

uponha que 0s numeros em A[l..n| sao
uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1).

Suponha que o ORDENELISTA seja 0 INSERTIONSORT.
Seja X; 0 numero de elementos na lista BJi].

Seja

e { 1 se 0 j-ésimo elemento foi para a lista Bi]
(¥ _

0 se o0 j-ésimo elemento nao foi para a lista Bi].
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Consumo de tempo

fSuponha que 0s numeros em A[l..n] sao T
uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1).

Suponha que o ORDENELISTA seja 0 INSERTIONSORT.
Seja X; 0 numero de elementos na lista BJi].

Seja

X@j =

1 se o0 j-ésimo elemento foi para a lista Bi]
0 se o0 j-ésimo elemento nao foi para a lista Bi].

Observe que X; = Zj Xij.
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Consumo de tempo
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uponha que 0s numeros em A[l..n| sao
uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1).

Suponha que o ORDENELISTA seja 0 INSERTIONSORT.

Seja X; 0 numero de elementos na lista BJi].
Seja

e 1 se o0 j-ésimo elemento foi para a lista Bi]
K 0 se o0 j-ésimo elemento nao foi para a lista BJi).

Observe que X; = Zj Xij.

LY;: numero de comparacgoes para ordenar a lista BJi]. J
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v 1 se o j-ésimo elemento foi para a lista B[]
K 0 se o j-ésimo elemento nao foi para a lista Bi].
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Observe que Y; < X;2.
Logo E[Yi] < E[X;%] = E[(3_; Xi5)7.
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Consumo de tempo

fXZ-: numero de elementos na lista B|i] T
v 1 se o j-ésimo elemento foi para a lista B[]
K 0 se o j-ésimo elemento nao foi para a lista Bi].

Y;: numero de comparacoOes para ordenar a lista BJi].

Observe que Y; < X;2.
Logo E[Yi] < E[X;%] = E[(3_; Xi5)7.

B Xy) = Y Y Xij Xt
— Xzy XZjXZ
B Z +> > k |

J k#j




Consumo de tempo

fXZ-: numero de elementos na lista B|i] T
v 1 se o j-ésimo elemento foi para a lista B[]
K 0 se o j-ésimo elemento nao foi para a lista Bi].

Y;: numero de comparacoOes para ordenar a lista BJi].

Observe que Y; < X;2.
Logo E[Yi] < E[X;%] = E[(3_; Xi5)7.

B Xy)] = YTXWXM
- X2 HED Y XX
- Z PR 2 XXl

J  k#j




Consumo de tempo

fXZ-: numero de elementos na lista B|i] T
v 1 se o j-ésimo elemento foi para a lista B[]
K 0 se o j-ésimo elemento nao foi para a lista Bi].

Y;: numero de comparacoOes para ordenar a lista BJi].

Observe que Y; < X;2.
Logo E[Yi] < E[X;%] = E[(3_; Xi5)7.

B Xy)] = Y Y Xij Xl
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B Z EDS k |
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Consumo de tempo

fXZ-: numero de elementos na lista B|i] T
v 1 se o j-ésimo elemento foi para a lista B[]
K 0 se o0 j-ésimo elemento nao foi para a lista BJi).

Y;: numero de comparacoOes para ordenar a lista BJi].

Observe que Y; < X;2. Ademais,

ZE 1Y ) B X

J k#j




Consumo de tempo

fXZ-: numero de elementos na lista B|i] T
v 1 se o j-ésimo elemento foi para a lista B[]
K 0 se o0 j-ésimo elemento nao foi para a lista BJi).

Y;: numero de comparacoOes para ordenar a lista BJi].
Observe que Y; < X;2. Ademais,

ZE 1Y ) B X

J k#j

Observe que X;; € uma variavel aleatéria binaria. Vamos
calcular sua esperanca:

\— E[X@'Q] = Pl"[XZ'jQ = 1] = PI‘[XU = 1] = % J



Consumo de tempo

fPara calcular E|X;; X;;| para j # k, primeiro note que
X,; e X, sao variaveis aleatorias independentes.

Portanto, E[X@]sz] = E[X@ ]E[XZ ]

Ademais, E[XZ]] = PI‘[XZ']' = 1] = %

-



Consumo de tempo

fPara calcular E|X;; X;;| para j # k, primeiro note que
X,; e X, sao variaveis aleatorias independentes.

Portanto, E[ngsz] = E[XZ ]E[XZ ]
Ademais, E[XZ]] = PI‘[XZ']' = 1] =1

n

Logo, | |
Zg+x:p

J j k#j

BlYi]

I

n+ ( 1) 1
n n?

-



Consumo de tempo
fA

Note que Y € o nimero de comparacgoes realizadas pelo
BUCKETSORT no total.

Assim E[Y] € o numero esperado de comparagoes
realizadas pelo algoritmo, e tal numero determina o
consumo assintotico de tempo do BUCKETSORT.

Mas entao E[Y| = ) . E[Y] <2n —1 = O(n).

gora,sejayY = > . Y;.



Consumo de tempo
fA

Note que Y € o nimero de comparacgoes realizadas pelo
BUCKETSORT no total.

Assim E[Y] € o numero esperado de comparagoes
realizadas pelo algoritmo, e tal numero determina o
consumo assintotico de tempo do BUCKETSORT.

Mas entao E[Y| = ) . E[Y] <2n —1 = O(n).

gora,sejayY = > . Y;.

O consumo de tempo esperado do BUCKETSORT
gquando 0s numeros em A[l..n| sao uniformemente
distribuidos no intervalo [0,1) é O(n).

o |




Exercicios

Exercicio 7.A

Desenhe a arvore de decisao para o SELECTIONSORT aplicado a A[1 .. 3] com todos os
elementos distintos.

Exercicio 7.B [CLRS 8.1-1]
Qual o menor profundidade (= menor nivel) que uma folha pode ter em uma arvore de
decisdo que descreve um algoritmo de ordenacao baseado em comparacoes?

Exercicio 7.C [CLRS 8.1-2]
Mostre que Ig(n!) = Q(nlgn) sem usar a férmula de Stirling. Sugestao: Calcule
> k—n 218 k. Use as técnicas de CLRS A.2.

o |
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Exercicios

Exercicio 7.D [CLRS 8.2-1]

Simule a execucgao do COUNTINGSORT usando como entrada o vetor
All..11]=(7,1,3,1,2,4,5,7,2,4, 3).

Exercicio 7.E [CLRS 8.2-2]
Mostre que o COUNTINGSORT ¢ estavel.

Exercicio 7.F [CLRS 8.2-3]
Suponha que o para da linha 7 do COUNTINGSORT ¢ substituido por

7 para;j < 1 atén faca

Mostre que o ainda funciona. O algoritmo resultante continua estavel?

o |
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