Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Algoritmos gulosos (greedy)
- -
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Problema fracionario da mochila

-

fProblema: Dados (w, v, n, W), encontrar uma mochila
6tima.
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Problema fracionario da mochila

roblema: Dados (w,v,n, W), encontrar uma mochila

otima.

Exemplo: W =50, n =4

8 8 8 8 < &

1 2 3 4
40 | 30 | 20 | 10

840 | 600 | 400 | 100
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1| 0|01
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or = 840
or = 940
or = 1000
or = 1040
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A proposito ...

O problema fracionario da mochila é um problema de
programacao linear (PL): encontrar um vetor = que

maximize zx-v

sob asrestricoes z-w < W
xi] >0 parai=1,...,n
xli] <1 parai=1,....n
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A proposito ...

O problema fracionario da mochila é um problema de
programacao linear (PL): encontrar um vetor = que

maximize zx-v

sob asrestricoes z-w < W
xi] >0 parai=1,...,n
xli] <1 parai=1,....n

PL’'s podem ser resolvidos por

SIMPLEX: no pior caso consome tempo exponencial
na pratica € muito rapido
ELIPSOIDES: consome tempo polinomial
na pratica e lento
PONTOS-INTERIORES: consome tempo polinomial
L na pratica e rapido



Subestrutura otima

-

fSuponha que z[1..n] & mochila 6tima para o problema
(w,v,n, W).



Subestrutura otima

fSuponha que z[1..n] & mochila 6tima para o problema
(w,v,n, W).

Se xn] =90
entao z[1..n—1] € mochila 6tima para
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Subestrutura otima

fSuponha que z[1..n] & mochila 6tima para o problema
(w,v,n, W).

Se xn] =90
entao z[1..n—1] € mochila 6tima para
(w,v,n —1, W — dw|n])

NOTA. Nao ha nada de especial acerca do indice n. Uma
afirmacao semelhante vale para qualquer indice .

o

-



Escolha gulosa

-

Suponha wli|] # 0 para todo 1.
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Escolha gulosa
fs

Se v[n]/wln| > v[i|/w]i] para todo i

uponha w(i] # 0 para todo :.

entdo EXISTE uma mochila 6tima z[1..n| tal que

z[n) :mm{L%}



Algoritmo guloso

fEsta propriedade da escolha gulosa sugere um algoritmo
que atribui os valores de z[1..n] supondo que os dados
estejam em ordem decrescente de “valor especifico”:

o) vl

1~ w2] wln]

-



Algoritmo guloso

fEsta propriedade da escolha gulosa sugere um algoritmo
que atribui os valores de z[1..n] supondo que os dados
estejam em ordem decrescente de “valor especifico”:

o) o) _ ol

1~ w2] wln]

E nessa ordem “magica” que esta o segredo do
funcionamento do algoritmo.

o

-



Algoritmo guloso

~ Devolve uma mochila 6tima para (w, v, n, ).

MOCHILA-FRACIONARIA (w,v,n, W)
0 ordene w e v de tal forma que
v[1J/wl] < v2]/w]2] < --- < w[n]/wln]

1 parai < n decrescendo até 1 faca
2 se wli| < W

3 entao z[i] «+ 1

4 W« W — wli]

5 senao z[i| «+ W /wli

6 W+ 0

/ devolva z



Algoritmo guloso

~ Devolve uma mochila 6tima para (w, v, n, ).

MOCHILA-FRACIONARIA (w,v,n, W)
0 ordene w e v de tal forma que
v[1J/wl] < v2]/w]2] < --- < w[n]/wln]

1 parai < n decrescendo até 1 faca
2 se wli| < W

3 entao z[i] «+ 1

4 W« W — wli]

5 senao z[i| «+ W /wli

6 W+ 0

/ devolva z

Consumo de tempo da linha 0 € ©O(nlgn).
LConsumo de tempo das linhas 1-7 é O(n).



Invariante

fSeja W, o valor original de V.
No inicio de cada execucao da linha 1 vale que



Invariante

fSeja W, o valor original de V.
No inicio de cada execucao da linha 1 vale que

(i0) ' = z[i+1..n] € mochila 6tima para
(wla Ula nla WO)

onde

w' = wli+1..n]
v = vli+1..n]
n=n-—1u



Invariante

fSeja W, o valor original de V.
No inicio de cada execucao da linha 1 vale que

(i0) ' = z[i+1..n] € mochila 6tima para
(w,7 Ul? nla WO)

onde

w' = wli+1..n]
v = vli+1..n]

n=n—1

Na ultima iteracao:=0e€

portanto x[1..n| € mochila 6tima para (w, v, n, Wy).

o



Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo
MOCHILA-FRACIONARIA é ©(nlgn).




Escolha gulosa

fPrecisamos mostrar que se x|[1..n| € uma mochila 6tima,
entao podemos supor que

2[n] = o = mm{Lﬂ}
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Escolha gulosa

fPrecisamos mostrar que se x|[1..n| € uma mochila 6tima,
entao podemos supor que

2] = o = mm{Lﬂ}

Depois de mostrar isto, inducao faz o resto do servico.
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Escolha gulosa

-

fPrecisamos mostrar que se x|[1..n| € uma mochila 6tima,
entao podemos supor que

2[n] = o = mm{Lﬂ}

Depois de mostrar isto, inducao faz o resto do servico.

Técnica: transformar uma solucao 6tima em uma solucao
otima ‘gulosa’.

o |



Escolha gulosa

-

fPrecisamos mostrar que se x|[1..n| € uma mochila 6tima,
entao podemos supor que

2[n] = o = mm{Lﬂ}

Depois de mostrar isto, inducao faz o resto do servico.

Técnica: transformar uma solucao 6tima em uma solucao
otima ‘gulosa’.

Esta transformacao € semelhante ao processo de
Lpivota(;éio do algoritmo SIMPLEX para programacao linear. J



Escolha gulosa

~ Seja z[1..n] uma mochila 6tima para (w,v,n, ) tal que
r[n] € maximo. Se z[n] = «, nao ha o que mostrar.
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Escolha gulosa

~ Seja z[1..n] uma mochila 6tima para (w,v,n, ) tal que
r[n] € maximo. Se z[n] = «, nao ha o que mostrar.

Suponha z[n| < a.

Alaoritmos
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Escolha gulosa
~ Seja z[1..n] uma mochila 6tima para (w,v,n, ) tal que
r[n] € maximo. Se z[n] = «, nao ha o que mostrar.
Suponha z[n| < a.
Podemos supor que z - w = 1V. (Podemos mesmo?)
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Escolha gulosa

~ Seja z[1..n] uma mochila 6tima para (w,v,n, ) tal que
r[n] € maximo. Se z[n] = «, nao ha o que mostrar.

Suponha z[n| < a.
Podemos supor que z - w = IV. (Podemos mesmo?)

Sejaiem [1..n—1] tal que x[i] > 0.
(Quem garante que existe um tal :?).
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Escolha gulosa
~ Seja z[1..n] uma mochila 6tima para (w,v,n, ) tal que
r[n] € maximo. Se z[n] = «, nao ha o que mostrar.
Suponha z[n| < a.
Podemos supor que z - w = IV. (Podemos mesmo?)

Sejaiem [1..n—1] tal que x[i] > 0.
(Quem garante que existe um tal :?).

Seja
5 := min { 4], (a — m[n])z[[?]] }
i 4
I

-



Escolha gulosa
~ Seja z[1..n] uma mochila 6tima para (w,v,n, ) tal que
r[n] € maximo. Se z[n] = «, nao ha o que mostrar.
Suponha z[n| < a.
Podemos supor que z - w = IV. (Podemos mesmo?)

Sejaiem [1..n—1] tal que x[i] > 0.
(Quem garante que existe um tal :?).

Seja
5 := min { 4], (a — m[n])z[[?]] }
i 4
I

LNoteque5>Oeﬁ>O.

-



Mais escolha gulosa
Seja 2/[1..n] tal que

il sejtiej#n,
2'[j] =14 z[i] -9 sej=i,
zn|+ 05 sej=n.




Mais escolha gulosa
Seja 2/[1..n] tal que

Wj]  sejtiej#n,
2'[j] =14 z[i] -9 sej=i,
rin|+ /5 sej=n.

Verifiqgue que 0 < z[j] < 1 para todo j.



Mais escolha gulosa
Seja 2/[1..n] tal que o

il sejAtiej#m,
2'[j] =14 z[i] -9 sej=i,

rin|+ /5 sej=n.

Verifiqgue que 0 < z[j] < 1 para todo j.
Alem disso, temos que

' w =2 [Nw[l] + - + 2" [{wli] + - - + 2'[n]w[n]
= z[1Jw[l] + -+ + (z[i]] = O)w[i] + - - - + (x[n] + B)w[n)]

=z[ljw[l] + -+ (zi]] = ))w[i| + - + (m[n] +0 ;U[[;]O w|n]
_I_

= x|ljw[l] + - - + zi|w]i| — dwli| + - - - + x[n]w|n] + dw]i]

o o—w. |



Mais escolha gulosa ainda

Femos ainda que

X

/

U

— :I:’[l]v[l] + -+ x'[z]v[z] 4o
-+ (ali) — OYoli) + -

IV

z[1]v[1] 4 -

$°U—|—5(w[i]% —




Escolha gulosa: epilogo

fAssim, ¢’ € uma mochilatalque 2/ -v >z v .



Escolha gulosa: epilogo

fAssim, ¢’ € uma mochilatalque 2/ -v >z v . T
Como = € mochila 6tima, concluimosque ' -v =2 -v €
qgue 2’ € uma mochila étima que contradiz a nossa escolha
de z, ja que
v'[n] = z[n] + 8 > xz[n).

Conclusao

Se v[n|/wln] > v[i]/wli] para todo i
e x € uma mochila otima para (w, v,n, W)
com z[n] maximo, entao

x[n]:mm{L%}.




Problema de escalonamento

fConsidere n tarefas indicadas pelos numeros 1,....n T



Problema de escalonamento

fConsidere n tarefas indicadas pelos numeros 1,....n T
t;. duracao da tarefa i
d;: prazo de entrega da tarefa i
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Problema de escalonamento

fConsidere n tarefas indicadas pelos numeros 1,....n T
t;. duracao da tarefa i

d;: prazo de entrega da tarefa i

Escalonamento: permutacao de 1 a n onde
7(z) € a posicao em que a tarefa : € executada.

Para um escalonamento =, o tempo de inicio da tarefa i é



Problema de escalonamento

fConsidere n tarefas indicadas pelos numeros 1,....n T
t;. duracao da tarefa i

d;: prazo de entrega da tarefa i

Escalonamento: permutacao de 1 a n onde
7(z) € a posicao em que a tarefa : € executada.

Para um escalonamento =, o tempo de inicio da tarefa i é

(soma da duracao das tarefas anteriores a 7).
tempo de término da tarefai é f; = s; + t;. J



Problema de escalonamento

fPara um escalonamento 7, 0 tempo de inicio da tarefa i €
soma da duracao das tarefas anteriores a :.

O tempo de término da tarefai € f; = s; + t;.

-



Problema de escalonamento

fPara um escalonamento 7, 0 tempo de inicio da tarefa i
soma da duracao das tarefas anteriores a :.

O tempo de término da tarefai € f; = s; + t;.

O atraso da tarefa i € o numero

. — 0 se f; < d;
Z Ji

—d; Sse fz > ;.

é

-



Problema de escalonamento

fP
soma da duracao das tarefas anteriores a :.
O tempo de término da tarefai € f; = s; + t;.

O atraso da tarefa i € o numero

. — 0 se f; < d;
Z Ji

—d; Sse fz > ;.

Problema: Dados ¢4,...,t, e dy,...,d,, encontrar um
escalonamento com o0 menor atraso maximo.

LOu seja, que minimize L = max; /;.

ara um escalonamento , 0 tempo de inicio da tarefa : €

Al

-
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fD

Algoritmo guloso

evolve escalonamento com atraso maximo minimo.

ESCALONAMETO (t,d,n)
1 sejaw apermutacao de 1 a n tal que

dir[1]] < d[r2]] <--- < d|r[n]

2 devolva 7



Algoritmo guloso

fD

ESCALONAMETO (t,d,n)
1 sejaw apermutacao de 1 a n tal que

dir[1]] < d[r2]] <--- < d|r[n]

2 devolva 7

Consumo de tempo: O(nlgn).

o

evolve escalonamento com atraso maximo minimo.



Algoritmo guloso

- N

evolve escalonamento com atraso maximo minimo.
ESCALONAMETO (t,d,n)
1 sejaw apermutacao de 1 a n tal que
dir[1]] < d[x[2]] < --- < d|r|n]]

2 devolva 7

Consumo de tempo: O(nlgn).

Na aula, vimos a prova de que este algoritmo esta correto
(devolve um escalonamento com atraso maximo minimo).

o |



Ingredientes da prova

-

fUma Inversao em um escalonamento = € um par (¢, j)
tal que @ < j e d|r[i]] > d|r[j]].



Ingredientes da prova

fUma Inversao em um escalonamento = € um par (¢, j)
tal que @ < j e d|r[i]] > d|r[j]].

Mostre que dois escalonamentos que nao tém inversoes
tém o mesmo atraso maximo.
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Ingredientes da prova

fUma Inversao em um escalonamento = € um par (¢, j)
tal que @ < j e d|r[i]] > d|r[j]].

Mostre que dois escalonamentos que nao tém inversoes
tém o mesmo atraso maximo.

Mostre que se um escalonamento tem uma inversao,
entao ele tem uma inversao do tipo (i,7 + 1).
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Ingredientes da prova

-

fUma Inversao em um escalonamento = € um par (¢, j)
tal que @ < j e d|r[i]] > d|r[j]].

Mostre que dois escalonamentos que nao tém inversoes
tém o mesmo atraso maximo.

Mostre que se um escalonamento tem uma inversao,
entao ele tem uma inversao do tipo (i,7 + 1).

Mostre entao que, se trocarmos «[i] € w|i + 1], obteremos

um escalomento com atraso maximo nao superior ao
atraso maximo de .

o |
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