Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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BES e DFS

CLRS 22 Elementary Graph Algorithms
CLRS 22.2 e 22.3



Busca em largura

~ BFS(G,s) o
paracadau < V(G) \ {s} faca
color|u] < branco  d|u| <~ oo  w|u] < nil
Q0 > fila dos vértices descobertos
color|s| <— cinzento  d[s] <~ 0 m[s] < nil
INSIRA(Q, s)

AW =
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Busca em largura

BFS (G, s) o
1 paracadau c V(G)\ {s} faca
2 color|u] < branco  d|u| <~ oo  w|u] < nil
3 Q<10 > fila dos vértices descobertos
4  color[s] < cinzento  d[s] <~ 0  m[s] < nil
5 INSIRA(Q, s)
6 enquanto () # () faca
/ u <+ REMOVA(Q)
8 para cada v € adj|u] faca
9 se color|v] = branco
10 entao color|v] < cinzento
11 dlv] <= dlu] + 1
12 ] < u
13 INSIRA(Q, v)
14 color|u] < preto J

15

devolva d, =



fSeja d(s,u) a distancia de s a v em G.

Correcao

Lema: d(s,v) < d(s,u)+ 1 para toda aresta uw.
_ema: dlv] > §(s,v) para todo vértice ao final da BFS.

_ema: Se () contém os vertices vy, v, ..., v, nesta ordem,

entao dfv,| < dlv1] +1 e dfv;]| < d[v;aq] parai=1,...,r — 1.

Corolario: Se v; entra na fila antes de v;,
entao d|v;] < d|v;] quando v; entra na fila.
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Correcao

fSeja d(s,u) a distancia de s a v em G. T

Lema: d(s,v) < d(s,u)+ 1 para toda aresta uw.
_ema: dlv] > §(s,v) para todo vértice ao final da BFS.

_ema: Se () contém os vertices vy, v, ..., v, nesta ordem,
entao dfv,| < dlv1] +1 e dfv;]| < d[v;aq] parai=1,...,r — 1.

Corolario: Se v; entra na fila antes de v;,
entao d|v;] < d|v;] quando v; entra na fila.

Teorema: Ao final da BFS, d[v] = é(s,v) paratodo v € V.
Ademais, para todo v alcancavel de s com v # s,
um caminho mais curto de s a v consiste em

Lum caminho mais curto de s a w[v] seguido da aresta «|v|v. J



-

Busca em profundidade

DFS (G)
1 paracadau < V(G) faca
2 color|u] <— branco mlu| < nil

3 tempo <+ 0

4 paracadau < V(G) faca
5 se color|u] = branco

6 entao DFS-Visit(u)
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Busca em profundidade

~ DFS(G) o

1 paracadau < V(G) faca

2 color|u] <— branco mlu| < nil
3 tempo <+ 0

4 paracadau < V(G) faca

5 se color|u] = branco
6 entao DFS-Visit(u)
DFS-Visit(u)

1 color|u] « cinzento  d|u| <— tempo < tempo + 1
para cada v € adj(u) faca
se color|v] = branco
entao n[v| < u
DFS-Visit(v)
color|u] < preto J
f(u) < tempo tempo < tempo + 1

©ONO O1 &~



Descricao

fVértice branco: ainda nao descoberto
Vértice cinzento: descoberto mas nao processado
Veértice preto: processado



Descricao

fVértice branco: ainda nao descoberto
Veértice cinzento: descoberto mas nao processado
Veértice preto: processado

DFS devolve em = uma DF floresta.

m|u|: predecessor ou pai de « na DF floresta
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Descricao

fVértice branco: ainda nao descoberto
Veértice cinzento: descoberto mas nao processado
Veértice preto: processado

DFS devolve em = uma DF floresta.

m|u|: predecessor ou pai de u na DF floresta

d|u]: momento da descoberta de u
flu]: momento do término de u
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Descricao

fVértice branco: ainda nao descoberto
Veértice cinzento: descoberto mas nao processado
Veértice preto: processado

DFS devolve em = uma DF floresta.

m|u|: predecessor ou pai de u na DF floresta

d|u]: momento da descoberta de u
flu]: momento do término de u

u € branco antes de d|u],
cinzento entre u entre d[u] e flu],

~ preto depois de f[u].

-



Consumo de tempo

fCada vértice é descoberto uma unica vez, pois € branco
e, ao ser descoberto, passa a ser cinzento, e depois preto.

-



fC

Consumo de tempo

ada veértice é descoberto uma unica vez, pois € branco

-

e, ao ser descoberto, passa a ser cinzento, e depois preto.

A

lista de adjacéncia de cada vértice descoberto €

percorrida uma unica vez.



Consumo de tempo

-

fCada vértice é descoberto uma unica vez, pois € branco
e, ao ser descoberto, passa a ser cinzento, e depois preto.

A lista de adjacéncia de cada vértice descoberto €
percorrida uma unica vez.

Logo o consumo de tempo € O(n + m),

onde n = |V| e m = |E|, pois

a inicializagao custa ©(n) e a soma do tamanho
das listas de adjacéncias percorridas é O(m).
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Consumo de tempo

-

fCada vértice é descoberto uma unica vez, pois € branco
e, ao ser descoberto, passa a ser cinzento, e depois preto.

A lista de adjacéncia de cada vértice descoberto €
percorrida uma unica vez.

Logo o consumo de tempo € O(n + m),

onde n = |V| e m = |E|, pois

a inicializagao custa ©(n) e a soma do tamanho
das listas de adjacéncias percorridas é O(m).

O consumo de tempo de uma DFS é
linear no tamanho do grafo.
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Propriedades da DFS de um grafo

v N

esma estrutura que sequéncia valida de paréntesis.



Propriedades da DFS de um grafo
fI\/I

Teorema: Para quaisquer vértices u e v, exatamente uma
das trés condi¢Oes abaixo valem na floresta resultante:

esma estrutura que sequéncia valida de paréntesis.
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Propriedades da DFS de um grafo
fI\/I

Teorema: Para quaisquer vértices u e v, exatamente uma
das trés condi¢Oes abaixo valem na floresta resultante:

esma estrutura que sequéncia valida de paréntesis.

a) Os intervalos [d[u], f[u]] € [d[v], f]v]] s&0 disjuntos, e
nem u € descendente de v, nem v & descendente de «.
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Propriedades da DFS de um grafo
fI\/I

Teorema: Para quaisquer veértices u e v, exatamente uma
das trés condi¢Oes abaixo valem na floresta resultante:

esma estrutura que sequéncia valida de paréntesis.

a) Os intervalos [d[u], f[u]] € [d[v], f]v]] s&0 disjuntos, e
nem u € descendente de v, nem v & descendente de «.

b) O intervalo [d|u], f[u]] esta contido no intervalo [d[v], f|v]],
e u € descendente de v.
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Propriedades da DFS de um grafo
fI\/I

Teorema: Para quaisquer veértices u e v, exatamente uma
das trés condi¢Oes abaixo valem na floresta resultante:

esma estrutura que sequéncia valida de paréntesis.

a) Os intervalos [d[u], f[u]] € [d[v], f]v]] s&0 disjuntos, e
nem u € descendente de v, nem v & descendente de «.

b) O intervalo [d|u], f[u]] esta contido no intervalo [d[v], f|v]],
e u € descendente de v.

c) O intervalo [d[v], f[v]] esta contido no intervalo [d|u], f|u]],
e v € descendente de u.
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Propriedades da DFS de um grafo
fI\/I

Teorema: Para quaisquer veértices u e v, exatamente uma
das trés condi¢Oes abaixo valem na floresta resultante:

-

esma estrutura que sequéncia valida de paréntesis.

a) Os intervalos [d[u], f[u]] € [d[v], f]v]] s&0 disjuntos, e
nem u € descendente de v, nem v & descendente de «.

b) O intervalo [d|u], f[u]] esta contido no intervalo [d[v], f|v]],
e u € descendente de v.

c) O intervalo [d[v], f[v]] esta contido no intervalo [d|u], f|u]],
e v € descendente de u.

Corolario: Vértice v € um descendente proprio do vertice u
Lna floresta resultante da DFS sse d[u] < d[v] < flv] < flu]. J



Propriedades da DFS de um grafo

fTeorema: Para quaisquer vértices u e v, exatamente uma T
das trés condi¢cbes abaixo valem na floresta resultante:

a) Os intervalos [d[u], f[u]] € [d[v], f[v]] s&0 disjuntos, e
nem u € descendente de v, nem v & descendente de «.

b) O intervalo [d|u], f[u]] esta contido no intervalo [d[v], f]v]],
e u é descendente de v.

c) O intervalo [d[v], f|v]] esta contido no intervalo [d|u], f|u]],
e v € descendente de u.

Corolario: Vértice v € um descendente proprio do vértice u
na floresta resultante da DFS sse dju] < d[v] < flv] < flul.
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Propriedades da DFS de um grafo

fTeorema: Para quaisquer vértices u e v, exatamente uma T
das trés condi¢cbes abaixo valem na floresta resultante:

a) Os intervalos [d[u], f[u]] € [d[v], f[v]] s&0 disjuntos, e
nem u € descendente de v, nem v & descendente de «.

b) O intervalo [d|u], f[u]] esta contido no intervalo [d[v], f]v]],
e u é descendente de v.

c) O intervalo [d[v], f|v]] esta contido no intervalo [d|u], f|u]],
e v € descendente de u.

Corolario: Vértice v € um descendente proprio do vértice u
na floresta resultante da DFS sse dju] < d[v] < flv] < flul.

Teorema (do caminho branco): v & descendente de u sse,
no momento d[u] em que u € descoberto, v pode ser
Lalcangado de u por caminho com apenas vértices brancos. J



Classificacao das arestas

-

Quatro tipos de arestas derivadas de uma DFS:
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Classificacao das arestas

-

Quatro tipos de arestas derivadas de uma DFS:

-

a) Arestas da arvore: arestas da DF floresta.
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Classificacao das arestas

-

Quatro tipos de arestas derivadas de uma DFS:

a) Arestas da arvore: arestas da DF floresta.

b) Arestas de retorno: de um vértice para
um ascendente na DF floresta.
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Classificacao das arestas

-

Quatro tipos de arestas derivadas de uma DFS:

a) Arestas da arvore: arestas da DF floresta.

b) Arestas de retorno: de um vértice para
um ascendente na DF floresta.

c) Arestas para frente: de um vertice para

um descendente na DF floresta.



Classificacao das arestas

-

Quatro tipos de arestas derivadas de uma DFS:

-

a) Arestas da arvore: arestas da DF floresta.
b) Arestas de retorno: de um vértice para
um ascendente na DF floresta.

c) Arestas para frente: de um vértice para
um descendente na DF floresta.

d) Arestas cruzadas: todas as outras arestas.
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Classificacao das arestas

-

Quatro tipos de arestas derivadas de uma DFS:

-

a) Arestas da arvore: arestas da DF floresta.
b) Arestas de retorno: de um vértice para
um ascendente na DF floresta.

c) Arestas para frente: de um vértice para
um descendente na DF floresta.

d) Arestas cruzadas: todas as outras arestas.
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Classificacao das arestas

-

Quatro tipos de arestas derivadas de uma DFS:

-

a) Arestas da arvore: arestas da DF floresta.
b) Arestas de retorno: de um vértice para
um ascendente na DF floresta.

c) Arestas para frente: de um vértice para
um descendente na DF floresta.

d) Arestas cruzadas: todas as outras arestas.

Teorema: Se o grafo nao é dirigido,
entao sO ha arestas da arvore e arestas de retorno.

o |



Classificacao das arestas

-

Quatro tipos de arestas derivadas de uma DFS:

-

a) Arestas da arvore: arestas da DF floresta.
b) Arestas de retorno: de um vértice para
um ascendente na DF floresta.

c) Arestas para frente: de um vértice para
um descendente na DF floresta.

d) Arestas cruzadas: todas as outras arestas.

Teorema: Se o grafo nao é dirigido,
entao sO ha arestas da arvore e arestas de retorno.

LApIicagéo: ordenacao topoldgica. J



Ordenacao topologica

fDigrafo G=(V,A)
Ordenacao topologica: Permutacao de V

em que u vem antes de v sempre que (u,v) € A.
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Ordenacao topologica

fDigrafo G=(V,A)

Ordenacao topologica: Permutacao de V

em que u vem antes de v sempre que (u,v) € A.

Digrafo G € se nao tem circuito dirigido.

Problema: Dado digrafo G aciclico,
encontrar uma ordenacao topoldgica de G.



Ordenacao topologica

fDigrafo G=(V,A) T

Ordenacao topologica: Permutacao de V
em que u vem antes de v sempre que (u,v) € A.

Digrafo G € se nao tem circuito dirigido.

Problema: Dado digrafo G aciclico,
encontrar uma ordenacao topoldgica de G.

Algoritmo:
Execute uma DFS no grafo calculando f[u] para cada .
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Ordenacao topologica

fDigrafo G=(V,A)
Ordenacao topologica: Permutacao de V
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Execute uma DFS no grafo calculando f[u] para cada .

Quando cada vértice u termina,
insira-o no inicio de uma lista ligada.
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fDigrafo G=(V,A)
Ordenacao topologica: Permutacao de V
em que u vem antes de v sempre que (u,v) € A.

Digrafo G € se nao tem circuito dirigido.

Problema: Dado digrafo G aciclico,
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Execute uma DFS no grafo calculando f[u] para cada .
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Ordenacao topologica
~ Problema: Dado digrafo G aciclico, o
encontrar uma ordenacao topologica de G.
Algoritmo:
Execute uma DFS no grafo calculando f[u] para cada w.

Quando cada vértice u termina,
insira-o no inicio de uma lista ligada.

Devolva a lista ligada.



Ordenacao topologica

~ Problema: Dado digrafo G aciclico, o
encontrar uma ordenacao topologica de G.
Algoritmo:
Execute uma DFS no grafo calculando f[u] para cada w.

Quando cada vértice u termina,
insira-o no inicio de uma lista ligada.

Devolva a lista ligada.

Consumo de tempo: linear no tamanho do grafo
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Ordenacao topologica

~ Problema: Dado digrafo G aciclico,
encontrar uma ordenacao topologica de G.

Algoritmo:

Execute uma DFS no grafo calculando f[u] para cada w.

Quando cada vértice u termina,
insira-o no inicio de uma lista ligada.

Devolva a lista ligada.
Consumo de tempo: linear no tamanho do grafo

Lema: Um digrafo é aciclico sse
a DFS nao detecta nenhuma aresta de retorno.
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Ordenacao topologica
~ Problema: Dado digrafo G aciclico, o
encontrar uma ordenacao topologica de G.
Algoritmo:
Execute uma DFS no grafo calculando f[u] para cada w.

Quando cada vértice u termina,
insira-o no inicio de uma lista ligada.

Devolva a lista ligada.
Consumo de tempo: linear no tamanho do grafo

Lema: Um digrafo é aciclico sse
a DFS nao detecta nenhuma aresta de retorno.

Teorema: O algoritmo acima calcula uma ordenacéao J
Ltopolégica do grafo.
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