Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Mais programacao dinamica

KT 6.4

Aproveite para olhar todo o Cap 6 do KT,
gue € sobre programacao dinamica.

“recursao—com-tabela”
transformacao inteligente de recursao em iteracao



Mochila

~ Dados dois vetores z[1..n] € w[l..n], denotamos por z - w |
O produto escalar

w(l]x[1] +w|2]z[2] + - - - + w|n|z|n].



Mochila

~ Dados dois vetores z[1..n] € w[l..n], denotamos por z - w |

O produto escalar

w(l]x[1] +w|2]z[2] + - - - + w|n|z|n].

Suponha dado um numero inteiro nao-negativo 1" e
vetores positivos w(l..n] e v[l..n].

Uma mochila é qualquer vetor z[1..n] tal que

r-w<W e 0<zi] <1paratodo:



Mochila

~ Dados dois vetores z[1..n] € w[l..n], denotamos por z - w |

O produto escalar

w(l]x[1] +w|2]z[2] + - - - + w|n|z|n].

Suponha dado um numero inteiro nao-negativo 1" e
vetores positivos w(l..n] e v[l..n].

Uma mochila é qualquer vetor z[1..n] tal que

r-w<W e 0<zi] <1paratodo:

O valor de uma mochila é o numero « - v.

LUma mochila & 6tima se tem valor maximo.



Problema booleano da mochila

~ Uma mochila z[1..n] tal que z[i] = 0 ou z[i] = 1 paratodoi |
é dita booleana.

Problema (Knapsack Problem): Dados (w, v, n, W),
encontrar uma mochila boolena 6tima.
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Problema booleano da mochila

~ Uma mochila z[1..n] tal que z[i] = 0 ou z[i] = 1 paratodoi |
é dita booleana.

Problema (Knapsack Problem): Dados (w, v, n, W),
encontrar uma mochila boolena 6tima.

Exemplo: W =50, n =4

8 8 8 @ &

1 2 3 4
40 | 30 | 20 | 10
840 | 600 | 400 | 100
1 0 0 0
1 0 0 1
0 | 1 0

va
va
va

or = 840
or = 940
or = 1000



Subestrutura otima

fSuponha que z[1..n| € mochila boolena otima para o
problema (w,v,n, W).

-



Subestrutura 6tima

fSuponha que z[1..n| € mochila boolena otima para o
problema (w,v,n, W).

Se zn] =1

entao z[1..n—1] € mochila boolena 6tima para
(w,v,n — 1, W —w|n])

-



Subestrutura 6tima

fSuponha que z[1..n| € mochila boolena otima para o
problema (w,v,n, W).

Se zn] =1

entao z[1..n—1] € mochila boolena 6tima para
(w,v,n — 1, W —w|n])

senao x[1..n—1] € mochila boolena o6tima para
(w,v,n — 1, W)



Subestrutura otima

fSuponha que z[1..n| € mochila boolena otima para o
problema (w,v,n, W).

Se zn] =1

entao z[1..n—1] € mochila boolena o6tima para
(w,v,n — 1, W —w|n])

senao z|[1..n—1] € mochila boolena étima para

(w,v,n — 1, W)

NOTA. Nao ha nada de especial acerca do indice n.

o

Uma afirmacao semelhante vale para qualquer indice .



Simplificacao

fProblema:
encontrar o valor de uma mochila booleana 6tima.
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Simplificacao
fProblema:

encontrar o valor de uma mochila booleana 6tima.

tli, Y] = valor de uma mochila booleana 6tima
para (w,v,i,Y")



Simplificacao
fProblema:

encontrar o valor de uma mochila booleana 6tima.

valor de uma mochila booleana 6tima
para (w,v,i,Y")

ti, Y]

— valor da expressao z - v sujeito as restricoes
rx-w <Y,

onde x é uma mochila booleana 6tima

o |
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Simplificacao
fProblema:

encontrar o valor de uma mochila booleana 6tima.

valor de uma mochila booleana 6tima
para (w,v,i,Y")

ti, Y]

— valor da expressao z - v sujeito as restricoes
rx-w <Y,

onde x é uma mochila booleana 6tima

Possiveis valoresde Y: 0,1,2,..., W

o



fIf

Recorreéncia

i, Y] = valor da expressao = - v sujeito a restrigao

r-w <Y



Recorreéncia

fIf

i, Y] = valor da expressao = - v sujeito a restrigao

r-w <Y

t|0,Y] =0 paratodo Y



Recorreéncia

fIf

i, Y] = valor da expressao = - v sujeito a restrigao
r-w <Y
t|0,Y] =0 paratodo Y

t[i, 0] = 0 para todo i



Recorreéncia

fIf

i, Y] = valor da expressao = - v sujeito a restrigao

r-w <Y
t|0,Y] =0 paratodo Y
t[i, 0] = 0 para todo i

ti, V] = tli—1,Y] se wli] > Y



Recorreéncia

fIf

i, Y] = valor da expressao = - v sujeito a restrigao

r-w <Y
t|0,Y] =0 para todo Y
t|i,0] = 0 para todo i
tli, Y] =tli—1,Y] se wli] > Y

tli, Y] =max {tli — 1,Y|, t[i—1,Y —wli]] + v[i]} se w[i] <Y

o
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Solucao recursiva

- N

evolve o valor de uma mochila étima para (w, v, n, W).

REC-MOCHILA (w,v,n, W)
1 sen=00ullV =0

entao devolva 0
se wn| > W

entao devolva REC-MOCHILA (w,v,n—1,)
a < REC-MOCHILA (w,v,n—1, W)
b + REC-MOCHILA (w,v,n—1, W —w[n]) + v[n]
devolva max {a, b}

NO O s~ W



Solucao recursiva

- N

evolve o valor de uma mochila étima para (w, v, n, W).

REC-MOCHILA (w,v,n, W)
1 sen=00ullV =0

entao devolva 0
se wn| > W

entao devolva REC-MOCHILA (w,v,n—1,)
a < REC-MOCHILA (w,v,n—1, W)
b + REC-MOCHILA (w,v,n—1, W —w[n]) + v[n]
devolva max {a, b}

NO O s~ W

Consumo de tempo no pior caso € €2(2")

o |



Solucao recursiva

- N

evolve o valor de uma mochila étima para (w, v, n, W).

REC-MOCHILA (w,v,n, W)
1 sen=00ullV =0

entao devolva 0
se wn| > W

entao devolva REC-MOCHILA (w,v,n—1,)
a < REC-MOCHILA (w,v,n—1, W)
b + REC-MOCHILA (w,v,n—1, W —w[n]) + v[n]
devolva max {a, b}

NO O s~ W

Consumo de tempo no pior caso € €2(2")

Por que demora tanto?
O mesmo subproblema ¢é resolvido muitas vezes. J



Programacao dinamica
fCada subproblema, valor de uma mochila étima para T
(w7 /U, i? Y)?

é resolvido uma so vez.

Em que ordem calcular os componentes da tabela ¢?



Programacao dinamica
fCada subproblema, valor de uma mochila étima para T
(w7 /U, i? Y)?

é resolvido uma so vez.

Em que ordem calcular os componentes da tabela ¢?
Olhe a recorréncia e pense...

tl, Y] =tli—1,Y]|sewli] > Y

tli, Y] =max {tli — 1,Y|, t[i—1,Y —wli]] + v[i]} se w[i] <Y

o |



Programacao dinamica

o 1 2 3 4 5 6 7 Y
0,0 10]0[0]0]010]0
L] 0
21 0 | x| % | x| x| %

31 0 77
41 0
5| 0
6| 0O
71 0
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—5Hen=4

<k W NN = O

Exemplo

1 2 3 4
4 2 1 3
500 | 400 | 300 | 450

4

OS|O|O| OO O




—5Hen=4

S ok W NN+ O

Exemplo

1 2 3 4
4 2 1 3
500 | 400 | 300 | 450

0 4

0

0

0

0

0




—5Hen=4

S ks W NN+ O

Exemplo

1 2 3 4
4 2 1 3
500 | 400 | 300 | 450

0 4

0

0

0

0

0




—5Hen=4

= W N — O

Exemplo

1 2 3 4
4 2 1 3
500 | 400 | 300 | 450

0 4

0

0

0

0

0




—5Hen=4

= W N — O

Exemplo

1 2 3 4
4 2 1 3
500 | 400 | 300 | 450

0 4

0 0

0 500

0

0

0




—5Hen=4

= W N — O

Exemplo

1 2 3 4
4 2 1 3
500 | 400 | 300 | 450
4 D
0 0
500 | 500

OSO|NO|O| OO O

Y



—5Hen=4

IO NS R S )

Exemplo

1 2 3 4
4 2 1 3
500 | 400 | 300 | 450
1 4 D
0 0 0
0 500 | 500
0

OS|NO| OO O O

Y



—5Hen=4

=~ W o kO

Exemplo

400

1 2 3 4
4 2 1 3
500 | 400 | 300 | 450
1 4 D
0 0 0
0 500 | 500
0

S| OO OO O

Y



—5Hen=4

=~ W o kO

Exemplo

1

2

3

4

500

400

300

450

4

D

500

500

OO O =

400

400

OSO|NO|O| OO O

Y



—5Hen=4

=~ W o kO

Exemplo

1

2

3

4

500

400

300

450

4

D

500

500

OO O =

400

400

500

OSO|NO|O| OO O

Y



—5Hen=4

=~ W o kO

Exemplo

1

2

3

4

500

400

300

450

4

D

500

500

OO O =

400

400

500

500

OSO|NO|O| OO O

Y



—5Hen=4

= O N /= O

Exemplo

1

2

3

4

500

400

300

450

4

D

500

200

OO O =

400

400

500

500

300

400

700

700

800

OS|O|O| OO O

300

400

700

700

850

Y



Algoritmo de programacao dinamica

- Devolve o valor de uma mochila booleana 6tima para o
(w,v,n, W).

MOCHILA-BOOLEANA (w,v,n, W)
1 paral < 0 ate Il faca

2 t[0,Y] <+ 0

3 para: < 1 até n faca

4 a <+ tji—1,Y]

5 se wli] > Y

6 entao b + 0

7 senao b < t[i—1,Y —wli]] + vli]
8 t|i, Y] < max{a, b}

9 devolva t[n, V]



Algoritmo de programacao dinamica

- Devolve o valor de uma mochila booleana 6tima para o
(w,v,n, W).

MOCHILA-BOOLEANA (w,v,n, W)
1 paral < 0 ate Il faca

2 t[0,Y] <+ 0

3 para: < 1 até n faca

4 a <+ tji—1,Y]

5 se wli] > Y

6 entao b + 0

7 senao b < t[i—1,Y —wli]] + vli]
8 t|i, Y] < max{a, b}

9 devolva t[n, V]

LConsumo de tempo € O(nlV). J



Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo
MOCHILA-BOOLEANA é O(nlV).




Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo
MOCHILA-BOOLEANA é O(nlV).
NOTA:
O consumo O(n2'8"") é exponencial!



Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo
MOCHILA-BOOLEANA é O(nlV).

NOTA:
O consumo O(n2'8"") é exponencial!

Explicagao: o “tamanho”de I € Ilg IV e nao W
(tente multiplicar wl1], ..., w[n] e W por 1000)

o



Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo
MOCHILA-BOOLEANA é O(nlV).

NOTA:
O consumo O(n2'8"") é exponencial!

Explicagao: o “tamanho”de I € Ilg IV e nao W
(tente multiplicar wl1], ..., w[n] e W por 1000)

Se W é Q(2™) o consumo de tempo € Q(n2™),
mais lento que o algoritmo forca bruta!

o



Obtencao da mochila

MOCHILA (w,n, W ,t)

1 YV« W

2 para i< n decrescendo até 1 faca
3 setli,Y]|=tli—1,Y]

4 entao x[i] < 0

5 senao z[i| «+ 1

6 Y Y — wli
/ devolva



Obtencao da mochila

f MOCHILA (w,n, W ,t)
1 YV« W
2 para i< n decrescendo até 1 faca
3 setli,Y]|=tli—1,Y]

4 entao x[i] < 0

5 senao z[i| «+ 1

6 Y Y — wli
/ devolva

Consumo de tempo é O(n).

o



-

Versao recursiva

MEMOIZED-MOCHILA-BOOLEANA (w,v,n, W)
1 parai: <« 0 até n faca

2 para Y < 0 até 1/ faca

3 t]i, Y] + oo

3 devolva LOOKUP-MOC (w,v,n, W)



fLOOKUI:’—l\/lOC (w,v,1,Y)

1
2
3

Ol

O© 00 NO®

Versao recursiva

se tli, Y] < o
entao devolva ¢[i, Y]
sei=00uY =0entao t[;,Y] «+ 0
senhao
se wli] >V
entao
t[i,Y] + LOOKUP-MOC (w,v,i—1,Y")
sehao
a < LOOKUP-MOC (w,
b + LOOKUP-MOC (w,
tli, Y] < max{a, b}
devolva t[;, Y]

v,1—1,Y)
v,i—1,Y —wli]) + vli]



Exercicio das bandeiras

-

fNo dia da Bandeira na Russia o proprietario de uma loja
decidiu decorar a vitrine de sua loja com faixas de tecido
das cores branca, azul e vermelha.

Ele deseja satisfazer as seguintes codi¢cOes: faixas da
mesma cor nao podem ser colocadas uma ao lado da
outra. Uma faixa azul sempre esta entre uma branca e uma
vermelha, ou uma vermelha e uma branca.

Escreva um programa que, dado o numero n de faixas a
serem colocadas na vitrine, calcule o0 numero de maneiras
de satisfazer as condicoes do proprietario.

Exemplo: Para n = 3, o resultado sao as seguintes
Lcombinagées: BVB, VBV, BAV, VAB.

|
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