Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Quicksort e Select Aleatorizados

- N

CLRS Secs 7.3, 7.4e 9.2
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Relembremos o Particione

fRearranja Alp..rJdemodoquep<g¢g<re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A, p,r)

1 2+ Alr] > x € 0 “pivo”
2 1<+ p—1

3 paraj < pater —1faca
4 se Alj| <z

5 entao i+ i+ 1

6 Ali] +» Alj]

7 Ali+1] + Alr]

8 devolvai+1

Invariantes: no comec¢o de cada iteracao de 3—6,

(0 Alp..i] <z (1) Ali+l.. 1] > @

(I2) Alr| ==«



Relembremos o Particione

fRearranja Alp..rJdemodoquep<g¢g<re

A

C

o

p..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A, p,r)

1 2+ Alr] > z € 0 “pive”
2 1<+ p—1

3 para; <« patéer—1faca
4 se Alj| <z

5 entao i+ i+ 1

6 All] + A[j]

7 Ali+1] + Alr]

8 devolvai+1

onsumo de tempo: ©(n) onde n :=r — p.



Quicksort aleatorizado

f PARTICIONE-ALEA(A, p, )
1 i<+ RANDOM (p,r)
2 Ali] < Alr]
3 devolva PARTICIONE (A, p,r)



-

Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, )

1 i<+ RANDOM (p,r)

2 Ali] < Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

QUICKSORT-ALE (A, p, r)

1 sep<r

2 entao ¢ + PARTICIONE-ALEA (A, p, 1)
3 QUICKSORT-ALE (A,p,q — 1)

4 QUICKSORT-ALE (A, ¢+ 1,7)




-

Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, )

1 i<+ RANDOM (p,r)

2 Ali] < Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

QUICKSORT-ALE (A, p, r)

1 sep<r

2 entao ¢ + PARTICIONE-ALEA (A, p, 1)
3 QUICKSORT-ALE (A,p,q — 1)

4 QUICKSORT-ALE (A, ¢+ 1,7)

Consumo esperado de tempo?

o



Quicksort aleatorizado

f PARTICIONE-ALEA(A, p, ) T
1 i<+ RANDOM (p,r)
2 Ali] < Alr]
3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

QUICKSORT-ALE (A, p, r)

1 sep<r

2 entao ¢ + PARTICIONE-ALEA (A, p, 1)
3 QUICKSORT-ALE (A,p,q — 1)

4 QUICKSORT-ALE (A, ¢+ 1,7)

Consumo esperado de tempo?

Basta contar o numero esperado de comparacdoes na
linha 4 do PARTICIONE. J

o



Consumo esperado de tempo

. N

Basta contar o numero esperado de comparacoes na
linha 4 do PARTICIONE.

PARTICIONE (A, p,r)

1 2+ Alr] > x € 0 “pivo”
2 1+ p—1

3 paraj < pater —1faca
4 se Ajj| <z

5 entao i < 1 +1

6 All] < A[J]

7 Ali+1] < Alr]

8 devolvai+1



Consumo de tempo esperado

s N

uponha Alp..r| permutacao de 1..n.

X, = numero de comparacoes enire a € b na
linha 4 do PARTICIONE do QUICKSORT-ALE;

Queremos calcular
X = total de comparagbes “A|j| < x”
n—1 n
= > > Xu

a=1 b=a+1




Consumo de tempo esperado

~ Supondo a < b, o

" 1 se primeiro pivb em {a,...,b} €aoub
b — £
¢ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?
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Consumo de tempo esperado

~ Supondo a < b, o

" 1 se primeiro pivb em {a,...,b} €aoub
b — £
¢ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 1

PriXa=1} = b—atl  b_arl

— E[Xab]
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Consumo de tempo esperado

~ Supondo a < b, o

" 1 se primeiro pivb em {a,...,b} €aoub
b — £
¢ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 1

PriXa=1} = b—atl  b_arl

— E[Xab]

n—1 n
X=) > Xu
a=1 b=a+1

E[X] = 7272



Consumo de tempo esperado

n—1 n

-
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALE € O(nlogn).

Do exercicio 7.4-4 do CLRS temos que

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALE € O(nlogn).




k-ésimo menor elemento

CLRS 9
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k-ésimo menor

fProblema: Encontrar o k-ésimo menor elemento de
All..nl.

Suponha A[1..n] sem elementos repetidos.

Exemplo: 33 € 0 40. menor elemento de:

1 10

22199 132883433 |11|97|55|66| A

L 11122132133 134|55|166|88|97 1|99 | ordenado



Mediana

Mediana é o | 2+ |-ésimo menor ou o [“+!]-ésimo menor
elemento.

Exemplo: a mediana é 34 ou 55:

22199 13288134 |33 1197195 |66| A

1112232133134 |55|66 |88 | 97|99 | ordenado




k-ésimo menor

fRecebe All..nlektalquel <k <n
e devolve valor do £-ésimo menor elemento de A[l..n].

SELECT-ORD (A, n, k)
1 ORDENE (A, n)
2 devolva A|k]

-

O consumo de tempo do SELECT-ORD é O(nlgn).




k-ésimo menor

-

fRecebe All..nlektalquel <k <n
e devolve valor do £-ésimo menor elemento de A[l..n].

SELECT-ORD (A, n, k)
1 ORDENE (A, n)
2 devolva A|k]

O consumo de tempo do SELECT-ORD é O(nlgn).

LDél para fazer melhor? J



Menor

fRecebe um vetor A[1..n| e devolve o valor do menor
elemento.

MENOR (A, n)

1 menor < A[l]

2 paralk < 2 atén faca

3 se Alk| < menor

4 entao menor « A[k]
5 devolva menor

O consumo de tempo do algoritmo MENOR & O(n).

o

-



Segundo menor

fRecebe um vetor A[1..n| e devolve o valor do segundo T
menor elemento, supondo n > 2.

SEG-MENOR (A, n)

1 menor < min{A[l], A[2]} segmenor <— max{A[l], A[2]}
2 para i + 3 ate n faca

3 se Alk] < menor

4 entao segmenor < menor

5 menor <— Alk]

6 senao se Alk| < segmenor

7 entao segmenor < A[k]

8 devolva segmenor

L O consumo de tempo do SEG-MENOR é O(n). J




Algoritmo linear?

-

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?
para o k-€simo menor?



Algoritmo linear?

-

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?
para o k-€simo menor?

Sim!

Usaremos o0 PARTICIONE do QUICKSORT!

o



Select aleatorizado

fPARTICION E-ALEA(A, p,r)
1 %k < RANDOM (p, 1)
2 Alk] + Alr]
3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

SELECT-ALEA (A, p,r, k)
se p = r entao devolva A[p]
q <+ PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
sek=qg—p+1
entao devolva A(]
sek<g—p+1
entao devolva SELECT-ALEA (A, p,q — 1, k)
senao devolva SELECT-ALEA (A, ¢+1,r, k—(q—p+1))

NO O~ WND =



Select aleatorizado

fPARTICION E-ALEA(A, p,r)
1 k< RANDOM (p,r)
2 Alk] + Alr]
3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

SELECT-ALEA (A, p,r, k)
se p = r entao devolva A[p]
q <+ PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
sek=qg—p+1
entao devolva A(]
sek<g—p+1
entao devolva SELECT-ALEA (A, p,q — 1, k)
senao devolva SELECT-ALEA (A, ¢+1,r, k—(q—p+1))

NO O~ WND =

LConsumo esperado de tempo? J



Consumo de tempo esperado

fS

uponha Alp..r| permutacao de 1..n.

X, = numero de comparacoes enire a € b na
linha 4 do PARTICIONE do SELECT-ALEA.

Observe que X, nao é a mesma de antes.

De novo, queremos calcular
X = total de comparacbes “A|j| < z”
n—1 n
=D 2 X

a=1 b=a-+1




Consumo de tempo esperado

fVamos supor que k = n. T
Supondo a < b,

¥ 1 se primeiro pivo em {a,...,n} €aoub
h= .
. 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?
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Consumo de tempo esperado

fVamos supor que k = n.
Supondo a < b,

¥ 1 se primeiro pivo em {a,...,n} €aoub
h= .
. 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 1
Pr{Xab:1} = n_a_|_1—|—n_a_|_1 = E[Xab]

-



Consumo de tempo esperado

fVamos supor que k = n.
Supondo a < b,

¥ 1 se primeiro pivo em {a,...,n} €aoub
h= .
. 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 1
Pr{Xab:1} = n_a_|_1—|—n_a_|_1 = E[Xab]

n—1 n
Y=Y Y K

a=1 b=a+1

. E[X] = ??77?

-



Consumo de tempo esperado

n—1 n n—1 n
EX] = S: S: E[Xup] = S: S: Pr{Xu=1}

a=1 b=a-+1 a=1 b=a+1

:> > a+1

a=1 b=a+1

n—1

2(n — a)
B Zn—a+1

—1
< Zz < 2.
a=1
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Consumo de tempo esperado

n—1 n n—1 n
EX] = S: S: E[Xup] = S: S: Pr{Xu=1}

a=1 b=a+1 a=1 b=a-+1

:> > a+1

a=1 b=a+1

B nz:l 2(n — a)
B n—a+1

a=1
n—1

< Y 2<2n
a=1

Exercicio: Refaca os calculos para um k& arbitrario.

|
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo
SELECT-ALEA é O(n).
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo
SELECT-ALEA é O(n).

Proxima aula:

Sera que existe algoritmo de ordenacao
cujo consumo de tempo € melhor que ©(nlgn)?

Por exemplo,
sera que existe algoritmo de ordenacao linear?

o
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