Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Tabelas de espalhamento

CLRS Cap 12
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Conjuntos dinamicos

fConjunto dinamico, que sofre as seguintes operacoes:
# insercoes,
#® remocoes,
# buscas.

Como armazenar tal conjunto?
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Conjuntos dinamicos

fConjunto dinamico, que sofre as seguintes operacoes: T

# insercoes,
#® remocoes,
# buscas.

Como armazenar tal conjunto?

Tempo de pior caso:

Insercao | busca remocao
LL O(1) O(n) O(1)*
ABB O(lgn) O(lgn) O(lgn)

* depois da busca
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Conjuntos dinamicos

fConjunto dinamico, que sofre as seguintes operacoes: T
# insercoes,
#® remocoes,
# buscas.

Como armazenar tal conjunto?
Tempo de pior caso:

Insercao | busca remocao
LL O(1) O(n) O(1)*
ABB O(lgn) O(lgn) O(lgn)

Tempo esperado:

~ Thashing | o(1) 0(1) 0(1) -




Tabelas de espalhamento

fU . universo de chaves possiveis

funcao de hashing: h: U — {0,...,m — 1}
m: tamanho da tabela de hashing
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Tabelas de espalhamento

fU . universo de chaves possiveis T

funcao de hashing: h: U — {0,...,m — 1}
m: tamanho da tabela de hashing

Colisao: duas chaves distintas =z e y tq h(x) = h(y).
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0 numero de elementos na tabela seja ©(m).
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Tabelas de espalhamento

fU . universo de chaves possiveis T

funcao de hashing: h: U — {0,...,m — 1}
m: tamanho da tabela de hashing

Colisao: duas chaves distintas =z e y tq h(x) = h(y).

Geralmente se escolhe m de modo que
0 numero de elementos na tabela seja ©(m).
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Resolucao de colisdes: usando listas ligadas, por exemplo.
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Tabelas de espalhamento

fU . universo de chaves possiveis T

funcao de hashing: h: U — {0,...,m — 1}
m: tamanho da tabela de hashing

Colisao: duas chaves distintas =z e y tq h(x) = h(y).

Geralmente se escolhe m de modo que
0 numero de elementos na tabela seja ©(m).

Operacoes: insercoes, remocoes, € buscas.
Resolucao de colisdes: usando listas ligadas, por exemplo.

~ Aplicagdes: tabela de simbolos de um compilador. o



-

Boas funcoes de hashing

® h(k)=kmodm,
onde sugere-se usar como m
um primo distante de poténcias de 2.
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Boas funcoes de hashing

-

® h(k) =kmodm,
onde sugere-se usar como m
um primo distante de poténcias de 2.

® h(k)=m(kAmod1),
onde A € uma constanteem (0,1) e
kAmod1 € a parte fracionaria de kA.
A escolha de m aqui ¢é livre neste caso.
Knuth sugere que A = (v/5 —1)/2 = 0.6180339. ..
é uma boa escolha em geral.



Boas funcoes de hashing

-

® h(k) =kmodm, T
onde sugere-se usar como m
um primo distante de poténcias de 2.

® h(k)=m(kAmod1),
onde A € uma constanteem (0,1) e
kAmod1 é a parte fracionaria de kA.
A escolha de m aqui ¢é livre neste caso.

Knuth sugere que A = (v/5 —1)/2 = 0.6180339. ..
é uma boa escolha em geral.

# hashing universal
o .



Hashing universal

-

U conjunto universo (contém todas as possiveis chaves).
n: um numero muito menor que |U]|.

H: conjunto de fungcbes de U em {0, ..., n — 1}.
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Hashing universal

- N

U conjunto universo (contém todas as possiveis chaves).
n: um numero muito menor que |U]|.

H: conjunto de fungcbes de U em {0, ..., n — 1}.

Se, para cada par de chaves distintas &, £ em U, 0 numero
de fungbes h em H tais que h(k) = h(¢) € no maximo |H|/n,
entao H € uma colecao universal de hashing (para U € n).



Hashing universal

- N

U conjunto universo (contém todas as possiveis chaves).
n: um numero muito menor que |U]|.

H: conjunto de fungcbes de U em {0, ..., n — 1}.

Se, para cada par de chaves distintas &, £ em U, 0 numero
de fungbes h em H tais que h(k) = h(¢) € no maximo |H|/n,
entao H € uma colecao universal de hashing (para U € n).

Teorema: Sejau € U, S C U talque |S| <n e H uma
colecao universal de hashing para U e n. Se h é escolhida
aleatoriamente de H e X € o numero de elementos s em
S\ {u} tais que h(s) = h(u), entao E[X]| < 1.
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Hashing universal

- U: conjunto universo n < |U] o
H: conjunto de fungcbes de U em {0, ..., n — 1}.

Teorema: Sejau € U, S C U talque |S| <n e H uma
colecdo universal de hashing para U e n. Se h é escolhida
aleatoriamente de H e X € o numero de elementos s em
S\ {u} tais que h(s) = h(u), entao E[X]| < 1.
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- U: conjunto universo n < |U] o
H: conjunto de fungcbes de U em {0, ..., n — 1}.

Teorema: Sejau € U, S C U talque |S| <n e H uma
colecdo universal de hashing para U e n. Se h é escolhida
aleatoriamente de H e X € o numero de elementos s em
S\ {u} tais que h(s) = h(u), entao E[X]| < 1.

Prova: Seja s; 0 i-ésimo elemento de S\ {u}.
X;: variavel aleatdria binaria que vale 1 sse h(s;) = h(u).



Hashing universal

- U: conjunto universo n < |U] o
H: conjunto de fungcbes de U em {0, ..., n — 1}.

Teorema: Sejau € U, S C U talque |S| <n e H uma
colecdo universal de hashing para U e n. Se h é escolhida
aleatoriamente de H e X € o numero de elementos s em
S\ {u} tais que h(s) = h(u), entao E[X]| < 1.

Prova: Seja s; 0 i-ésimo elemento de S\ {u}.
X;: variavel aleatdria binaria que vale 1 sse h(s;) = h(u).
Entao X = Zz X; e E[X] = Z E[XZ] = Zz PI’{X@ = 1}.

1
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Hashing universal
- U: conjunto universo n < |U] o
H: conjunto de fungcbes de U em {0, ..., n — 1}.

Teorema: Sejau € U, S C U talque |S| <n e H uma
colecdo universal de hashing para U e n. Se h é escolhida
aleatoriamente de H e X € o numero de elementos s em
S\ {u} tais que h(s) = h(u), entao E[X]| < 1.

Prova: Seja s; 0 i-ésimo elemento de S\ {u}.
X;: variavel aleatdria binaria que vale 1 sse h(s;) = h(u).
Entao X = Zz X; e E[X] = Z E[XZ] = Zz PI’{X@ = 1}.

Por definicao, para cada ¢ em U, com ¢ = u, 0 numero de
fungdes h em H tais que h(¢) = h(u) € no maximo |H|/n.
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Hashing universal

- U: conjunto universo n < |U] o
H: conjunto de fungcbes de U em {0, ..., n — 1}.

Teorema: Sejau € U, S C U talque |S| <n e H uma
colecdo universal de hashing para U e n. Se h é escolhida
aleatoriamente de H e X € o numero de elementos s em
S\ {u} tais que h(s) = h(u), entao E[X]| < 1.

Prova: Seja s; 0 i-ésimo elemento de S\ {u}.
X;: variavel aleatdria binaria que vale 1 sse h(s;) = h(u).
Entao X = Zz X; e E[X] = Z E[XZ] = Zz PI’{X@ = 1}.

Por definicao, para cada ¢ em U, com ¢ = u, 0 numero de
fungdes h em H tais que h(¢) = h(u) € no maximo |H|/n.

Em particular, para cada i, se h € escolhida aleatoriamente

_deH, entdo Pr{X, = 1} = Pr{h(s) = h(u)} < 24/t —1jn. |




Hashing universal

fTeorema: Sejaue U, S CUtalque |S| <neHuma T
colecao universal de hashing para U e n. Se h é escolhida
aleatoriamente de H e X é o numero de elementos s em
S\ {u} tais que h(s) = h(u), entao E[X] < 1.

Prova: Seja s; 0 i-ésimo elemento de S\ {u}.
X;: variavel aleatoria binaria que vale 1 sse h(s;) = h(u).
Entao E[X] = Zz E[XZ] = Zz Pl”{Xi = 1}.

Para cada /em U \ {u}, 0 numero de fungdoes h em H
tais que h(¢) = h(u) € no maximo |H|/n.

Para cada i, se h é escolhida aleatoriamente de A,
entao Pr{X; =1} < 1/n.
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Hashing universal

fTeorema: Sejaue U, S CUtalque |S| <neHuma T
colecao universal de hashing para U e n. Se h é escolhida
aleatoriamente de H e X é o numero de elementos s em
S\ {u} tais que h(s) = h(u), entao E[X] < 1.

Prova: Seja s; 0 i-ésimo elemento de S\ {u}.
X;: variavel aleatoria binaria que vale 1 sse h(s;) = h(u).
Entao E[X] = Zz E[XZ] = Zz Pl”{Xi = 1}.

Para cada /em U \ {u}, 0 numero de fungdoes h em H
tais que h(¢) = h(u) € no maximo |H|/n.

Para cada i, se h é escolhida aleatoriamente de A,
entao Pr{X; =1} < 1/n.

LLogo EX]<|S]/n<1.n



Uma colecao universal de hashing
s

Z,:. conjunto {0,...,p— 1}.
Z,. conjunto {1,...,p — 1}.

-

ejap um primotalque U C{0,...,p— 1}.



Uma colecao universal de hashing
s

Z,:. conjunto {0,...,p— 1}.
Z,. conjunto {1,...,p — 1}.

ejap um primotalque U C{0,...,p— 1}.

Para todo a em Z; e b em Z,, seja
hap(k) = ((ak + b) modp) modn,

para todo k em U.

o
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Uma colecao universal de hashing

g N

ejap um primotalque U C{0,...,p— 1}.

Z,:. conjunto {0,...,p— 1}.
Z,. conjunto {1,...,p — 1}.

Para todo a em Z; e b em Z,, seja
hap(k) = ((ak + b) modp) modn,

para todo k em U.

Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.
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Uma colecao universal de hashing

fp: primo tal que U C Z,. T

Paraaem Z; e b em Z,,
seja h, (k) = ((ak +b) modp) modn para todo k em U.

Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.
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Uma colecao universal de hashing

Iipi primo tal que U C Z,.

Paraaem Z; e b em Z,,
seja h, (k) = ((ak +b) modp) modn para todo k em U.

Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.

Prova: Mostraremos que, para ke ¢ em U, com k # /,
0 numero de fungbes h em H tq h(k) = h(¢) € < |H|/n.
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Uma colecao universal de hashing

Iipi primo tal que U C Z,.

Paraaem Z; e b em Z,,
seja h, (k) = ((ak +b) modp) modn para todo k em U.

Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.

Prova: Mostraremos que, para ke ¢ em U, com k # /,
0 numero de fungbes h em H tq h(k) = h(¢) € < |H|/n.

Sejam r = (ak +b)modp e s = (af + b) mod p.
Note que r — s = a(k — ¢) mod p.

o
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Uma colecao universal de hashing

fp: primo tal que U C Z,. T

Para « em Z,€ebem Z,,
seja h, (k) = ((ak + b) modp) modn para todo k em U.

Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.

Prova: Mostraremos que, para ke ¢ em U, com k # /,
0 numero de fungbes h em H tq h(k) = h(¢) € < |H|/n.

Sejam r = (ak +b)modp e s = (af + b) mod p.
Note que r — s = a(k — ¢) mod p.

Como p é primo, a # 0 e k — ¢ # 0, temos que
a(k —¢) #0modp. Ou seja, r # s.

(Colisdes podem ocorrer apenas devido ao modn.)
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Uma colecao universal de hashing

Iipi primo tal que U C Z,.

Paraaem Z; e b em Z,,
seja h, (k) = ((ak +b) modp) modn para todo k em U.

Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.

Prova: Mostraremos que, para k e £ em U, o numero de

-

funcbes h em H tais que h(k) = h(¢) € no maximo |H|/n.

Sejam r = (ak +b)modp e s = (af + b) mod p.
Note que r — s = a(k — ¢) 2 0mod p. Ou seja, r # s.
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Uma colecao universal de hashing

fp: primo tal que U C Z,. T

Paraaem Z; e b em Z,,
seja h, (k) = ((ak +b) modp) modn para todo k em U.

Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.

Prova: Mostraremos que, para k e / em U, 0 numero de
funcbes h em H tais que h(k) = h(¢) € no maximo |H|/n.

Sejam r = (ak +b)modp e s = (af + b) mod p.
Note que r — s = a(k — ¢) 2 0mod p. Ou seja, r # s.

Cada par (a,b) com a # 0 resulta num par (r, s) distinto pois
determinamos (a, b) unicamente a partir de (r, s):

o = ((r—s)((k—¢)"'modp)modp

L b = (r—ak)modp J



Uma colecao universal de hashing

fp: primo tal que U C Z,. T

Paraaem Z; e b em Z,,
seja h, (k) = ((ak +b) modp) modn para todo k em U.

Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.

Prova: Sejam r = (ak + b)modp e s = (af + b) mod p.
Note que r — s = a(k — ) # 0modp. Ou seja, r # s.

Cada par (a,b) com a # 0 resulta num par (r, s) distinto pois
a = ((r—s)((k—¢"!'modp)modpeb = (r—ak)modp
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Uma colecao universal de hashing

Iipi primo tal que U C Z,. T
Paraaem Z; e b em Z,,
seja h, (k) = ((ak +b) modp) modn para todo k em U.
Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.
Prova: Sejam r = (ak + b)modp e s = (af + b) mod p.
Note que r — s = a(k — ¢) 2 0mod p. Ou seja, r # s.

Cada par (a,b) com a # 0 resulta num par (r, s) distinto pois
a = ((r—s)((k—¢"!'modp)modpeb = (r—ak)modp
€ a unica solugao em Z, do sistema

r = ak-+bmodp

s = al+bmodp

Lnas variaveis a e b. J



Uma colecao universal de hashing

Iipi primo tal que U C Z,.

Paraaem Z; e b em Z,,
seja h, (k) = ((ak +b) modp) modn para todo k em U.

Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.

Prova: Sejam r = (ak + b)modp e s = (af + b) mod p.
Note que r — s = a(k — ) # 0modp. Ou seja, r # s.

Cada um dos p(p — 1) pares (a,b) com a # 0
resulta num par (r, s) distinto com r # s.

o
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Uma colecao universal de hashing

Iipi primo tal que U C Z,.

Paraaem Z; e b em Z,,
seja h, (k) = ((ak +b) modp) modn para todo k em U.

Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.

Prova: Sejam r = (ak + b)modp e s = (af + b) mod p.
Note que r — s = a(k — ¢) 2 0mod p. Ou seja, r # s.

Cada um dos p(p — 1) pares (a,b) com a # 0
resulta num par (r, s) distinto com r # s.

Existem p(p — 1) pares possiveis de (r,s) com r # s.
Logo ha uma bijecao entre 0s (a,b) € 0S (r, s).

o
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Uma colecao universal de hashing

fp: primo tal que U C Z,. T

Paraaem Z; e b em Z,,
seja h, (k) = ((ak +b) modp) modn para todo k em U.

Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.

Prova: Sejam r = (ak + b)modp e s = (af + b) mod p.
Note que r — s = a(k — ¢) 2 0mod p. Ou seja, r # s.

Cada um dos p(p — 1) pares (a,b) com a # 0
resulta num par (r, s) distinto com r # s.

Existem p(p — 1) pares possiveis de (r,s) com r # s.
Logo ha uma bijecao entre 0s (a,b) € 0S (r, s).

Resta entao determinar quantos pares (r,s) com r = s
Lséo tais que r = smodn, ou seja, r — s = 0 mod n. J



Uma colecao universal de hashing

fp: primo tal que U C Z,. T

Paraaem Z; e b em Z,,
seja h, (k) = ((ak +b) modp) modn para todo k em U.

Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.
“rova: Sejam r = (ak +b)modp e s = (af + b) mod p.
Ha uma bijecao entre os (a,b) € 0S (r,s) coOm r # s.

Resta determinar quantos pares (r,s) com r # s
sao tais que r = smodn, ou seja, r — s = 0 modn.
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Uma colecao universal de hashing

fp: primo tal que U C Z,. T

Paraaem Z; e b em Z,,
seja h, (k) = ((ak +b) modp) modn para todo k em U.

Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.
“rova: Sejam r = (ak +b)modp e s = (af + b) mod p.
Ha uma bijecao entre os (a,b) € 0S (r,s) coOm r # s.

Resta determinar quantos pares (r,s) com r # s
sao tais que r = smodn, ou seja, r — s = 0 modn.

Para cada r € Z,,
ha |(p — 1)/n] valores de s # r tais que s = »r modn.
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Uma colecao universal de hashing

fp: primo tal que U C Z,. T

Paraaem Z; e b em Z,,
seja h, (k) = ((ak +b) modp) modn para todo k em U.

Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.
“rova: Sejam r = (ak +b)modp e s = (af + b) mod p.
Ha uma bijecao entre os (a,b) € 0S (r,s) coOm r # s.

Resta determinar quantos pares (r,s) com r # s
sao tais que r = smodn, ou seja, r — s = 0 modn.

Para cada r € Z,,
na | (p — 1)/n| valores de s # r tais que s = rmodn.

Logo ha p|(p — 1)/n] < p(p—1)/n = |H|/n pares (r, s)
Lcom r # s tais que s = rmodn. J




Uma colecao universal de hashing

Iipi primo tal que U C Z,.

Paraaem Z; e b em Z,,
seja h, (k) = ((ak +b) modp) modn para todo k em U.

Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.
“rova: Sejam r = (ak +b)modp e s = (af + b) mod p.
Ha uma bijecao entre os (a,b) € 0S (r,s) coOm r # s.

Para cada r € Z,,
N4 | (p — 1)/n| valores de s # r tais que s = rmodn.

Logo ha p[(p—1)/n] < p(p—1)/n = [H]|/n pares (r,s)
com r # s tals que s = rmodn.

o
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Uma colecao universal de hashing

fp: primo tal que U C Z,. T
Paraaem Z; e b em Z,,
seja h, (k) = ((ak +b) modp) modn para todo k em U.
Teorema: H = {hqy,:a € Z; € b€ Zy} € universal.

“rova: Sejam r = (ak +b)modp e s = (af + b) mod p.

Ha uma bijecao entre os (a,b) € 0S (r,s) coOm r # s.

Para cada r € Z,,
N4 | (p — 1)/n| valores de s # r tais que s = rmodn.

Logo ha p[(p—1)/n] < p(p—1)/n = [H]|/n pares (r,s)
com r # s tals que s = rmodn.

Portanto ha < |#H|/n fungdes h em H tais que h(k) = h({).
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