Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Cortes em grafos

-

G: grafo (nao orientado) sem lagos, possivelmente com
arestas paralelas.

-




Cortes em grafos

-

G: grafo (nao orientado) sem lagos, possivelmente com
arestas paralelas.

-

Conjunto de arestas C' € um corte se existe um conjunto
S C Vi nao vazio tal que

C'={e € Eg : etem uma ponta em S e outra fora de 5.}

LOU seja, C'=0g(9) =da(Va \ 9). J
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Corte minimo

fG: grafo sem lacos, possivelmente com arestas paralelas. T
C' C Eg € um corte se existe S C Vi nao vazio tal que

C'={e € Eg : etem uma ponta em S e outra fora de 5.}

o |
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Corte minimo

fG: grafo sem lacos, possivelmente com arestas paralelas. T
C' C Eg € um corte se existe S C Vi nao vazio tal que

C'={e € Eg : etem uma ponta em S e outra fora de 5.}

Problema: Dado G, encontrar um corte C' com |C'| minimo.

corte minimo

o |
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Corte minimo

fG: grafo sem lacos, possivelmente com arestas paralelas. T
C' C Eg € um corte se existe S C Vi nao vazio tal que

C'={e € Eg : etem uma ponta em S e outra fora de 5.}

Problema: Dado G, encontrar um corte C' com |C'| minimo.

corte minimo

Esta aula: algoritmo aleatorizado que devolve
o um corte minimo com alta probabilidade. o
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Contracao de arestas

fDado um grafo G e uma aresta ¢ = uw,
a contracao G|e € o grafo (V/, E’) onde. ..
S—

<SP




Contracao de arestas

fDado um grafo G e uma aresta ¢ = uw, T
a contracao G|e € o grafo (V/, E’) onde. ..
‘

<P

VI =V \{u,v}U{w} e E' = Eg\{f : pontas(f) = {u,v}}
e cada aresta f em £’ tem as mesmas pontas que f em Eg
exceto por « € v, que sao substituidos por w.
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Contracao de arestas

fDado um grafo G e uma aresta ¢ = uw, T
a contracao G|e € o grafo (V/, E’) onde. ..
S—

<SP

VI =V \{u,v}U{w} e E' = Eg\{f : pontas(f) = {u,v}}
e cada aresta f em £’ tem as mesmas pontas que f em Eg
exceto por « € v, que sao substituidos por w.

~ Proposigéo: Se C é corte de Gle, entdo C é cortede G. |
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Algoritmo de Karger

- N

roblema: Dado G, encontrar um corte C' com |C'| minimo.



fF>

Algoritmo de Karger

roblema: Dado G, encontrar um corte C' com |C'| minimo.

KARGER (G)
1 enquanto |V;| > 2 faca
2 e +— RANDOM-E(E¢)
3 G <+ Gle
4 devolva E;
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Algoritmo de Karger

- N

roblema: Dado G, encontrar um corte C' com |C'| minimo.

KARGER (G)
1 enquanto |V;| > 2 faca
2 e < RANDOM-E(E¢)
3 G <+ Gle

4 devolva E;

Pela proposicao, o algoritmo devolve de fato um corte de G.
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Algoritmo de Karger

- N

roblema: Dado G, encontrar um corte C' com |C'| minimo.

KARGER (G)
1 enquanto |V;| > 2 faca
2 e < RANDOM-E(E¢)
3 G <+ Gle

4 devolva E;
Pela proposicao, o algoritmo devolve de fato um corte de G.

Claramente ele consume tempo polinomial.
(O numero de iteragao é |V | — 2.)
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Analise do algoritmo
s

Vamos mostrar que

eja C'x o corte devolvido por KARGER (G).

Pr{C'x nao € um corte minimo} < ¢(n) < 1,

onde n = |Vg|.



Analise do algoritmo

g N

eja C'x o corte devolvido por KARGER (G).
Vamos mostrar que
Pr{Cx nao é um corte minimo} < ¢(n) < 1,
onde n = |Vg|.

Executa-se o algoritmo r vezes
e devolve-se 0 menor corte produzido.

A chance do corte devolvido nao ser minimo sera < ¢(n)".

o |
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Analise do algoritmo

fS

eja C' um corte minimo de G.



Analise do algoritmo
s

O corte C nao € a resposta do algoritmo sse
alguma aresta de C foi contraida.

eja C' um corte minimo de G.

Algoritmos —

p.7



Analise do algoritmo

g N

eja C' um corte minimo de G.

O corte C nao € a resposta do algoritmo sse
alguma aresta de C foi contraida.

Seja L; o evento:
uma aresta de C' nao é sorteada na iteragao .
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Analise do algoritmo

g N

eja C' um corte minimo de G.

O corte C nao € a resposta do algoritmo sse
alguma aresta de C foi contraida.

Seja L; o evento:
uma aresta de C' nao é sorteada na iteragao .

Vamos delimitar inferiormente Pr{FE1 N Es N --- N E,_o}.

o |
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Analise do algoritmo

g N

eja C' um corte minimo de G.

O corte C nao € a resposta do algoritmo sse
alguma aresta de C foi contraida.

Seja L; o evento:
uma aresta de C' nao é sorteada na iteragao .

Vamos delimitar inferiormente Pr{FE1 N Es N --- N E,_o}.
Tal probabilidade € igual a

PI’{El} : PT{EQ’El} o Pr{En_2]E1 NEoN---N En_g}.

o |
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Analise do algoritmo

g N

eja C' um corte minimo de G.

O corte C nao € a resposta do algoritmo sse
alguma aresta de C foi contraida.

Seja L; o evento:
uma aresta de C' nao é sorteada na iteragao .

Vamos delimitar inferiormente Pr{FE1 N Es N --- N E,_o}.
Tal probabilidade € igual a

PI’{El} : PT{EQ‘El} e PI’{En_Q‘El NEsN---N En_g}.

LPara comecar, como delimitar Pr{F;}? J
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Analise do algoritmo

-

C': um corte minimo de G e k = |C/|.
F;: uma aresta de C nao é sorteada na iteracao :.

Como delimitar Pr{FE;}7?
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Analise do algoritmo

-

C': um corte minimo de G e k = |C/|.
F;: uma aresta de C nao é sorteada na iteracao :.

Como delimitar Pr{FE;}7?

Como C' € minimo, d(v) > k para todo veértice v.
Logo |Eg| > kn/2.

o |
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Analise do algoritmo

-

C': um corte minimo de G e k = |C/|.
F;: uma aresta de C nao é sorteada na iteracao :.

Como delimitar Pr{FE;}7?

Como C' € minimo, d(v) > k para todo veértice v.
Logo |Eg| > kn/2.

Portanto Pr{F;} < £ = 2,

- n
2

o |
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Analise do algoritmo

-

C': um corte minimo de G e k = |C/|.
F;: uma aresta de C nao é sorteada na iteracao :.

Como delimitar Pr{FE;}7?

Como C' € minimo, d(v) > k para todo veértice v.
Logo |Eg| > kn/2.

Portanto Pr{F;} < £ = 2,

- n
2

Ou seja, Pr{F} >1— 2.

o |
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Analise do algoritmo

-

C': um corte minimo de G e k = |C/|.
F;: uma aresta de C nao é sorteada na iteracao :.

Como delimitar Pr{FE;}7?

Como C' € minimo, d(v) > k para todo veértice v.
Logo |Eg| > kn/2.

Portanto Pr{F;} < £ = 2,

5 n
Ou seja, Pr{F} >1— 2.

LComo delimitar Pr{E;,1|E1 N EsN---N E;}? J
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Analise do algoritmo

-

C': um corte minimo de G e k = |C/|.
F;: uma aresta de C nao é sorteada na iteracao :.

Vimos que Pr{FE;} > 1 — 2.

Como delimitar Pr{E; . 1|E1 N EyN--- N E;}7?

o |
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Analise do algoritmo

-

C': um corte minimo de G e k = |C/|.
F;: uma aresta de C nao é sorteada na iteracao :.
Vimos que Pr{FE;} > 1 — 2.

Como delimitar Pr{E; . 1|E1 N EyN--- N E;}7?

No comeco da iteragao i + 1, temos que |Eg| > k(n — i) /2.

o |
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Analise do algoritmo

-

C': um corte minimo de G e k = |C/|.
F;: uma aresta de C nao é sorteada na iteracao :.
Vimos que Pr{FE;} > 1 — 2.

Como delimitar PI‘{EZ'_l_l‘El NEoMN---N Ez}?
No comeco da iteragao i + 1, temos que |Eg| > k(n — i) /2.

n—t

Logo Pr{E; 1 |EyNEyN - NE;} < iy = -2
2

o |
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Analise do algoritmo

-

C': um corte minimo de G e k = |C/|.
F;: uma aresta de C nao é sorteada na iteracao :.
Vimos que Pr{FE;} > 1 — 2.

Como delimitar PI‘{EZ'_l_l‘El NEoMN---N Ez}?
No comeco da iteragao i + 1, temos que |Eg| > k(n — i) /2.

n—t

Logo Pr{E; 1 |EyNEyN - NE;} < iy = -2
2

Ou Seja, PI”{EZ'_H‘El NEsN---N EZ} > 1 — _2

n—i"

o |
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Analise do algoritmo

fSeja (' 0 corte devolvido por KARGER (G).
C': um corte minimo de G.
Queremos delimitar inferiormente Pr{Cy = C}.
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Analise do algoritmo

fSeja (' 0 corte devolvido por KARGER (G). T
C': um corte minimo de G.

Queremos delimitar inferiormente Pr{Cy = C}.

Ou seja, delimitar Pr{Ey N EsN--- N E, 5}

Ja sabemos que Pr{E; 1|1 NEyN---NE;} >1— %

n—i"
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Analise do algoritmo

fSeja (' 0 corte devolvido por KARGER (G).
C': um corte minimo de G.
Queremos delimitar inferiormente Pr{Cy = C}.
Ou seja, delimitar Pr{Ey N EsN--- N E, 5}

Ja sabemos que Pr{F; (|F1NEaN---NE;} >1— =2

n—t

Entao

Pr{Cx =C} > H (1 -

n—1

)

o
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Analise do algoritmo

fSeja (' 0 corte devolvido por KARGER (G).
C': um corte minimo de G.
Queremos delimitar inferiormente Pr{Cy = C}.
Ou seja, delimitar Pr{Ey N EsN--- N E, 5}

Ja sabemos que Pr{F; (|F1NEaN---NE;} >1— =2

n—1u

Entao
PI{CK = C} > (1 —

o



Analise do algoritmo

fSeja (' 0 corte devolvido por KARGER (G).
C': um corte minimo de G.
Queremos delimitar inferiormente Pr{Cy = C}.
Ou seja, delimitar Pr{Ey N EsN--- N E, 5}

Ja sabemos que Pr{F; (|F1NEaN---NE;} >1— =2

Entao 4 o
Y
Pr{Cx =C} > 11 (1_77,—2')'
Y Y Y
= (1—5)(1—m)(1—j)“'(1——

n
\_ B n—2 n—3 n—4 g 1
B n n—1 n—2 4 3



Analise do algoritmo

fSeja (' 0 corte devolvido por KARGER (G).
C': um corte minimo de G.
Queremos delimitar inferiormente Pr{Cy = C}.
Ou seja, delimitar Pr{Ey N EsN--- N E, 5}

Ja sabemos que Pr{F; (|F1NEaN---NE;} >1— =2

Entao 4 o
2
Pr{Cx =C} > 11 (1_77,—2')'
2 2 2 2
= (1—5)(1—m)(1—m)“'(1——)(1—§]
n—2 n—3 n—4 2 1 2
\— o .7”L—1.77,—2”.Z.§:n(n—l)'J



Conclusao

Logo Pr{Cx #C} < 1-— ﬁ = ¢(n)
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Conclusao

Logo Pr{Cx #C} < 1-— ﬁ = ¢(n)

e Pr{Cx nao € um corte minimo} < ¢(n).



Conclusao

e Pr{Cx nao € um corte mlnlmo} < q(n).

Se executarmos o algoritmo » = c——~ ( Y 1nn vezes, entdo

o |
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Conclusao

e Pr{Cx nao € um corte mlnlmo} < q(n).

Se executarmos o algoritmo » = c——~ ( Y 1nn vezes, entdo

Pr{C7. ndo € um corte minimo} < ¢(n)"

2 n(=1) 1,
N (1_n(n—1) 2
I\clnn 1
< (E) - —
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Conclusao

e Pr{Cx nao € um corte mlnlmo} < q(n).

Se executarmos o algoritmo » = c——~ ( Y 1nn vezes, entdo

Pr{C7. ndo € um corte minimo} < ¢(n)"

<

Erra com probabilidade exponencialmente pequena em n.

o |
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Conclusao

e Pr{Cx nao € um corte mlnlmo} < q(n).

Se executarmos o algoritmo » = c——~ ( Y 1nn vezes, entdo

Pr{C7. ndo € um corte minimo} < ¢(n)"
(1 B 2 cw Inn
n(n —1)

1
< (- —
Erra com probabilidade exponencialmente pequena em n.
Como r é polinomial em n, o0 algoritmo é polinomial. J

o
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Uma pergunta...

f@uantos st-cortes minimos diferentes podem existir em G? T
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Uma pergunta...

f@uantos st-cortes minimos diferentes podem existir em G? T

Um numero exponencial em n...

o |
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Uma pergunta...

fQuantos st-cortes minimos diferentes podem existir em G? T

Um numero exponencial em n...

Quantos cortes minimos diferentes podem existir?

o |
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Uma pergunta...

f@uantos st-cortes minimos diferentes podem existir em G? T

Um numero exponencial em n...

Quantos cortes minimos diferentes podem existir?

Como Pr{Cc = '} > 2 —1/( ),

, , . T , .
ha no Maximo ( ) ) cortes minimos em G.

o |
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Uma pergunta...

f@uantos st-cortes minimos diferentes podem existir em G? T

Um numero exponencial em n...

Quantos cortes minimos diferentes podem existir?

Como Pr{Cc = '} > 2 —1/( ),

, , . T , .
ha no Maximo ( ) ) cortes minimos em G.

LSe G for por exemplo um circuito com n vertices... J
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Hashing universal

-

n: um numero muito menor que |U]|.

H: conjunto de fungcbes de U em {0, ..., n — 1}.

U conjunto universo (contém todas as possiveis chaves).

Algoritmos —
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Hashing universal

- N

U conjunto universo (contém todas as possiveis chaves).
n: um numero muito menor que |U]|.

H: conjunto de fungcbes de U em {0, ..., n — 1}.

Se, para cada par de chaves k, ¢ em U, o numero de
funcdes h em H tais que h(k) = h(¢) € no maximo |H|/n,
entao # € uma colecao universal de hashing (para U € n).

o |
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Hashing universal

-

U conjunto universo (contém todas as possiveis chaves).

-

n: um numero muito menor que |U]|.

H: conjunto de fungcbes de U em {0, ..., n — 1}.

Se, para cada par de chaves k, ¢ em U, o numero de
funcdes h em H tais que h(k) = h(¢) € no maximo |H|/n,
entao # € uma colecao universal de hashing (para U € n).

Teorema: Seja # uma colecao universal de hashing para U
en,sejasS CUtalque|S| <newuelU.Sehéescolhida
aleatoriamente de 7 e X é o numero de elementos sem S
tais que h(s) = h(u), entao E|X| < 1.

LProva feita em aula. J
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Exemplo de colecao universal de hashing

fSejap um primo talque U C {0,...,p—1}. T
Z,: conjunto {0,...,p— 1}.
Z.,,. conjunto {1,...,p— 1}.



Exemplo de colecao universal de hashing

fSejap um primo talque U C {0,...,p—1}. T
Z,: conjunto {0,...,p— 1}.
Z.,,. conjunto {1,...,p— 1}.

Para todo « em Z,, e b em Z,, seja
hop(k) = ((ak + b) modp) modn,

para todo k em U.



Exemplo de colecao universal de hashing

fSejap um primo talque U C {0,...,p—1}. T
Z,: conjunto {0,...,p— 1}.
Z.,,. conjunto {1,...,p— 1}.

Para todo « em Z, e b em Z,, seja

hoo(k) = ((ak + b) modp) modn,

para todo k em U.
Acolegdo H = {h,,:a € Z,e b€ Zy} € universal.

Prova feita em aula.
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Exemplo de colecao universal de hashing

fSejap um primo talque U C {0,...,p—1}. T
Z,: conjunto {0,...,p— 1}.
Z.,,. conjunto {1,...,p— 1}.

Para todo « em Z, e b em Z,, seja

hoo(k) = ((ak + b) modp) modn,

para todo k em U.
Acolegdo H = {h,,:a € Z,e b€ Zy} € universal.
Prova feita em aula.

(KT Sec 13.6 para hashing) |
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