Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Quicksort e Select Aleatorizados

- N

CLRS Secs 7.3, 7.4e 9.2
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Particione

fRearranja Alp..rJdemodoquep<g¢g<re T
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A, p,r)

1 o<« Alr] > x € 0 “piv0”
2 1<+ p—1

3 paraj <+ patér—1faca
4 se Alj] <ux

5 entao i+ i +1

6 Ali] «+» Alj]
7 Ali+1] < Alr]

8 devolvai+1

Invariantes: no comec¢o de cada iteracao de 3—6,

(0 Alp..i <z (1) A+l 1>z (2 Ad =z |
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Particione

fRearranja Alp..rJdemodoquep<g¢g<re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A, p,r)

1 o<« Alr] > z € 0 “pive”
2 1<+ p—1

3 paraj <« patéer—1faca
4 se Alj] <ux

5 entao: + i +1

6 All] + A[j]
7 Ali+1] < Alr]

8 devolvai:+1

Consumo de tempo: ©(n) onde n :=r — p.

o
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Quicksort aleatorizado

f PARTICIONE-ALEA(A, p, )
1 7+ RANDOM (p,r)
2  Ali] < Alr]
3 devolva PARTICIONE (A, p,r)



-

Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, )

1 7+ RANDOM (p,r)

2  Ali] < Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

QUICKSORT-ALE (A, p, r)

1 sep<r

2 entao ¢ + PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 QUICKSORT-ALE (A, p,q — 1)

4 QUICKSORT-ALE (A, ¢+ 1,7)
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, )

1 7+ RANDOM (p,r)

2  Ali] < Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

QUICKSORT-ALE (A, p, r)

1 sep<r

2 entao ¢ + PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 QUICKSORT-ALE (A, p,q — 1)

4 QUICKSORT-ALE (A, ¢+ 1,7)

Consumo esperado de tempo?

o
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Quicksort aleatorizado

|7 PARTICIONE-ALEA(A, p, ) T
1 <<+ RANDOM (p,r)
2 Ali] < Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

QUICKSORT-ALE (A, p, r)

1 sep<r

2 entao ¢ + PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 QUICKSORT-ALE (A, p,q — 1)

4 QUICKSORT-ALE (A, ¢+ 1,7)

Consumo esperado de tempo?

Basta contar o numero esperado de comparacdoes na
linha 4 do PARTICIONE. J

o
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Consumo esperado de tempo

-

Basta contar o numero esperado de comparacoes na
linha 4 do PARTICIONE.

PARTICIONE (A, p,r)

1 o<« Alr] > x € 0 “pivo”
2 1+ p—1

3 paraj <+ patér—1faca
4 se Ajj| <=z

5 entao /i« i +1

6 All] < A[J]
[ Ali+1] < Alr]

8 devolvai+1

-
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Consumo de tempo esperado

s N

uponha Alp..r| permutacao de 1..n.

X, = numero de comparacoes enire a € b na
linha 4 do PARTICIONE do QUICKSORT-ALE;

Queremos calcular
X = total de comparagbes “A|j| < x”
n—1 n
= > > Xu

a=1 b=a+1
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Consumo de tempo esperado

~ Supondo a < b, o

" 1 se primeiro pivb em {a,...,b} €aoub
b — £
¢ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?



Consumo de tempo esperado

~ Supondo a < b, o

" 1 se primeiro pivb em {a,...,b} €aoub
b — £
¢ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 1

PriXa=1} = b—atl  b_arl

— E[Xab]



Consumo de tempo esperado

~ Supondo a < b, o

" 1 se primeiro pivb em {a,...,b} €aoub
b — £
¢ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 1

PriXa=1} = b—atl  b_arl

— E[Xab]

n—1 n
X=) > Xu
a=1 b=a+1

E[X] = 7272
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Consumo de tempo esperado

n—1 n

-
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALE € O(nlogn).

Do exercicio 7.4-4 do CLRS temos que

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALE € O(nlogn).
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Select aleatorizado

fPARTICION E-ALEA(A, p,r)
1 i<+ RANDOM (p,r)
2 Ali] < Alr]
3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

SELECT-ALEA (A, p,r, k)
se p < r entao
q < PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
sek=qg—p—+1
entao devolva A|(]
sek<qg—p+1
entao SELECT-ALEA (A,p,q — 1, k)
senao SELECT-ALEA (A, ¢+ 1,7, k—(¢g—p+ 1))

o |
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Select aleatorizado

fPARTICION E-ALEA(A, p,r)
1 i<+ RANDOM (p,r)
2 Ali] < Alr]
3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

SELECT-ALEA (A, p,r, k)
se p < r entao
q < PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
sek=qg—p—+1
entao devolva A|(]
sek<qg—p+1
entao SELECT-ALEA (A,p,q — 1, k)
senao SELECT-ALEA (A, ¢+ 1,7, k—(¢g—p+ 1))

NO O AW =

LConsumo esperado de tempo? J
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Consumo de tempo esperado

fS

uponha Alp..r| permutacao de 1..n.

X, = numero de comparacoes enire a € b na
linha 4 do PARTICIONE do SELECT-ALEA.

Observe que X, nao é a mesma de antes.

De novo, queremos calcular
X = total de comparacbes “A|j| < z”
n—1 n
=D 2 X

a=1 b=a-+1
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Consumo de tempo esperado

fVamos supor que k = n. T
Supondo a < b,

¥ 1 se primeiro pivo em {a,...,n} €aoub
h= .
. 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?



Consumo de tempo esperado

fVamos supor que k = n. T
Supondo a < b,

¥ 1 se primeiro pivo em {a,...,n} €aoub
h= .
. 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 1
Pr{Xab:1} = n_a_|_1—|—n_a_|_1 = E[Xab]




Consumo de tempo esperado

fVamos supor que k = n. T
Supondo a < b,

¥ 1 se primeiro pivo em {a,...,n} €aoub
h= .
. 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 1
Pr{Xab:1} = n_a_|_1—|—n_a_|_1 = E[Xab]

n—1 n
Y=Y K
a=1 b=a+1

| E[X] = ?7?? o
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Consumo de tempo esperado

n—1 n n—1 n
EX] = S: S: E[Xup] = S: S: Pr{Xu=1}

a=1 b=a-+1 a=1 b=a+1

:> > a+1

a=1 b=a+1

n—1

2(n — a)
B Zn—a+1

—1
< Zz < 2.
a=1
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Consumo de tempo esperado

n—1 n n—1 n
EX] = S: S: E[Xup] = S: S: Pr{Xu=1}

a=1 b=a+1 a=1 b=a+1

:> > a+1

a=1 b=a+1

B nz:l 2(n — a)
B n—a-+1

a=1
n—1

< Y 2<2n
a=1

Exercicio: Refaca os calculos para um k& arbitrario.

|
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo
SELECT-ALEA é O(n).




Par de Pontos Mais Proximos

- N

KT Sec 13.7
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estao a distancia minima.
® °
o
° ° ‘/"
®
o



Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano,
determinar dois deles que estao a distancia minima.

Esta aula: algoritmo aleatorizado cujo
consumo esperado de tempo € O(n).

o

-
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Par de pontos mais proximos

fProbIema: Dados n pontos no plano, T
determinar dois deles que estao a distancia minima.
® °
o
° ° ‘/"
®
o

Esta aula: algoritmo aleatorizado cujo
consumo esperado de tempo € O(n).

Hipotese simplificadora: todos os pontos estao no

Lquadrado [0, 1] x [0, 1]. J
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Esboco do algoritmo

fProblema: Dados n pontos no quadrado |0, 1] x |0, 1],
determinar dois deles que estao a distancia minima.

-
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Esboco do algoritmo

fProblema: Dados n pontos no quadrado |0, 1] x |0, 1],
determinar dois deles que estao a distancia minima.

Seja o = dist(p1,p2) € Qi = [%, @) X [kz(S» (“2”5)7

parai,k=0,...,N,onde N = [2//].
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Esboco do algoritmo

-

fProblema: Dados n pontos no quadrado |0, 1] x |0, 1],
determinar dois deles que estao a distancia minima.

Seja o = dist(p1,p2) € Qi = [%, @) X [kz(S» (kzl)é)j

parai,k=0,...,N,onde N = [2//].

Para j < 3 até n faca:
Seja S o conjunto de pares (i, k) tais que
existe um ponto p, com ¢ < j no quadrado Q); ;..
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Esboco do algoritmo

-

fProblema: Dados n pontos no quadrado |0, 1] x |0, 1],
determinar dois deles que estao a distancia minima.

Seja o = dist(p1,p2) € Qi = [% @) X [1357 (kzl)é)j

parai,k=0,...,N,onde N = [2//].

Para j < 3 até n faca:
Seja S o conjunto de pares (i, k) tais que
existe um ponto p, com ¢ < j no quadrado Q); ;..

Calcule (r, s) tal que p; esta em Q, .

Paracada (i,k)em Stalque |[r —i| <2e|s— k| <2
calcule dist(p;,pe) onde ¢ < j e p, € Q; 1
e atualize ¢ quando necessario.

o |
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Esboco do algoritmo

-

fProblema: Dados n pontos no quadrado |0, 1] x |0, 1],
determinar dois deles que estao a distancia minima.

Seja o = dist(p1,p2) € Qi = [% @) X [1357 (kzl)é)j

parai,k=0,...,N,onde N = [2//].

Para j < 3 até n faca:
Seja S o conjunto de pares (i, k) tais que
existe um ponto p, com ¢ < j no quadrado Q); ;..

Calcule (r, s) tal que p; esta em Q, .

Paracada (i,k)em Stalque |[r —i| <2e|s— k| <2
calcule dist(p;,pe) onde ¢ < j e p, € Q; 1
e atualize ¢ quando necessario.

LDevoIva J. J
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Consumo de tempo estimado

. .

omo fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)



Consumo de tempo estimado
G

Que ED usar para armazenar S?

.

omo fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)



Consumo de tempo estimado
G

Que ED usar para armazenar S?

.

omo fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)

Que operacoes sofre S?



Consumo de tempo estimado

fC

Que ED usar para armazenar S?

.

omo fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)

Que operacoes sofre S?
Por iteracao, uma insercao e algumas consultas.
Em algumas iteracoes, S muda totalmente...

o |
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Consumo de tempo estimado
G

Que ED usar para armazenar S?

.

omo fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)

Que operacoes sofre S?
Por iteracao, uma insercao e algumas consultas.
Em algumas iteracoes, S muda totalmente...

Seria bom se...
iInsercoes e buscas consumissem tempo (esperado) O(1).

o |
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Consumo de tempo estimado
G

Que ED usar para armazenar S?

.

omo fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)

Que operacoes sofre S?
Por iteracao, uma insercao e algumas consultas.
Em algumas iteracoes, S muda totalmente...

Seria bom se...
iInsercoes e buscas consumissem tempo (esperado) O(1).

Que ED atinge isso?

o |
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Consumo de tempo estimado
G

Que ED usar para armazenar S?

.

omo fazer para o consumo esperado de tempo ser O(n)

Que operacoes sofre S?
Por iteracao, uma insercao e algumas consultas.
Em algumas iteracoes, S muda totalmente...

Seria bom se...
iInsercoes e buscas consumissem tempo (esperado) O(1).

Que ED atinge isso? Hashing!

o |
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Primeira tentativa

fDISTANCIA(p, n) T

1 0« dist(p1, p2)
2 seja (ig, ke) tal que py € Q;, 1, pParat = 1,2
3 CRIE-HASHING(H) INSIRA(H,i1,k1,p1) INSIRA(H ,i9, ko, p2)



Primeira tentativa

fDISTANCIA(p, n) T

0 < dist(p1,p2)
seja (i, k¢) tal que p, € Q;, 1, Para ¢ =1,2
CRIE-HASHING(H) INSIRA(H ,i1,k1,p1) INSIRA(H,i9, ko, )
para j < 3 até n faca

seja (r,s) tal que p; € Qr 5

parat < —2 até 2 faca

para u < —2 até 2 faca
se PERTENCE(H,r +t,s + u)

CONOOOTPHA~WND =

o |
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Primeira tentativa

fDISTANCIA(p, n) T

0 < dist(p1,p2)
seja (i, k¢) tal que p, € Q;, 1, Para ¢ =1,2
CRIE-HASHING(H) INSIRA(H ,i1,k1,p1) INSIRA(H,i9, ko, )
para j < 3 até n faca
seja (r,s) tal que p; € Qr 5
parat, u + —2 até 2 faca
se PERTENCE(H,r +t, s + u)

NO O A~ WD =

o |
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Primeira tentativa

fDISTANCIA(p, n) T

1 0« dist(p1, p2)

2 seja (ig, ke) tal que py € Q;, 1, Para ¢ =1,2
3 CRIE-HASHING(H) INSIRA(H,i1,k1,p1) INSIRA(H ,i9, ko, p2)
4 para j < 3 até n faca

5 seja (r,s) tal que p; € Qr 5
6 parat, u + —2 até 2 faca

/ se PERTENCE(H,r +t,s + u)
8

9

entao seja py € Qryt s COM L < j
se o > dist(pj,ps) entao ¢ < dist(p;, pe)

o |
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Primeira tentativa

fDISTANCIA(p, n) T

1 0« dist(p1,p2)

2 seja (ig, ke) tal que py € Q;, 1, Para ¢ =1,2
3 CRIE-HASHING(H) INSIRA(H,i1,k1,p1) INSIRA(H ,i9, ko, p2)
4 para j < 3 até n faca

5 seja (r,s) tal que p; € Qr 5
6 parat, u + —2 até 2 faca

/ se PERTENCE(H,r +t,s + u)
8

entao seja py € Qryt s COM L < j

9 se 0 > dist(p;,pe) entao o < dist(p;, pr)
10 se ¢ fol alterado nessa iteracao
11 entao RECONSTRUA(H, p, j)
12 senao INSIRA(H, r, s, p;)

13 devolva )

o |
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Primeira tentativa

fDISTANCIA(p, n) T

1 0« dist(p1, p2)

2 seja (ig, ke) tal que py € Q;, 1, Para ¢ =1,2
3 CRIE-HASHING(H) INSIRA(H,i1,k1,p1) INSIRA(H ,i9, ko, p2)
4 para j < 3 até n faca

5 seja (r,s) tal que p; € Qr 5
6 parat, u + —2 até 2 faca

/ se PERTENCE(H,r +t,s + u)
8

entao seja py € Qryt s COM L < j

9 se 0 > dist(p;,pe) entao o < dist(p;, pr)
10 se ¢ fol alterado nessa iteracao
11 entao RECONSTRUA(H, p, j)
12 senao INSIRA(H, r, s, p;)

13 devolva §
LConsumo de tempo esperado: O(n) exceto pela linha 11. J
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Versao final

fDISTANCIA(p, n) T

—h
QOWOO~NOOOIA~WN =

—_ ol
WnN =

.

EMBARALHE(p,n) > permutagéo aleatéria dos pontos dados
0 < dist(p1,p2)
seja (i, k¢) tal que p, € Q;, 1, Para ¢ =1,2
CRIE-HASHING(H) INSIRA(H ,i1,k1,p1) INSIRA(H,i9, ko, po)
para j < 3 até n faca
seja (r,s) tal que p; € Qr 5
parat, u + —1 até 1 faca
se PERTENCE(H,r +t,s + u)
entao seja p; € Qrit.s4y COM L < j
se o < dist(pj,ps) entao ¢ < dist(p;, py)
se ¢ foi alterado nessa iteracao
entao RECONSTRUA(H, p, j)
senao INSIRA(H, 1, s, p;)
devolva ¢ J
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Versao final

fDISTANCIA(p, n) T

EMBARALHE(p,n) > permutagéo aleatéria dos pontos dados
0 < dist(p1,p2)
seja (i, k¢) tal que p, € Q;, 1, Para ¢ =1,2
CRIE-HASHING(H) INSIRA(H ,i1,k1,p1) INSIRA(H,i9, ko, po)
para j < 3 até n faca

seja (r,s) tal que p; € Qr 5

parat, u + —1 até 1 faca

se PERTENCE(H,r +t,s + u)
entao seja p; € Qrit.s4y COM L < j

10 se ¢ < dist(p;,pe) entao ¢ < dist(p;, pr)
11 se ¢ foi alterado nessa iteracao
12 entao RECONSTRUA(H, p, j)
13 senao INSIRA(H, 1, s, p;)

Lg; devolva § J

ual € o consumo de tempo esperado?

O©OOoONOOOITR~OWN =
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Consumo de tempo

fSeja X o numero de insercoes em H.
O consumo de tempo € proporcional a E[.X].



Consumo de tempo

fSeja X o numero de insercoes em H.
O consumo de tempo € proporcional a E[.X].

Seja X; a variavel binaria que vale 1 sse
a linha 12 foi executada na iteracao j.

n

X =) (1+(j-1)X, <n+Z]X-

j=1

|
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Consumo de tempo

fSeja X o0 numero de insergdes em H. T
O consumo de tempo € proporcional a E[.X].

Seja X; a variavel binaria que vale 1 sse
a linha 12 foi executada na iteracao j.

n

X =) (1+(j-1)X, <n+Z]X

j=1
Mas entao

X] < n—an:]E[X]] — n—an:] PI{XJ':1}.
i=1 i=1
o |

Algoritmos — p. 21



Consumo de tempo

fSeja X o0 numero de insergdes em H. T
O consumo de tempo € proporcional a E[.X].

Seja X; a variavel binaria que vale 1 sse
a linha 12 foi executada na iteracao j.

n

X =) (1+(j-1)X, <n+Z]X

j=1
Mas entao

n n
X] < n+) JEX;| =n+) jPr{X;=1}
j=1 j=1

LNote que Pr{X; =1} <2/j, logo E[X] <n+ 2n = 3n. J

Algoritmos — p. 21
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