Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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7-6sImo menor elemento
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1=-6S1IMmo menor

.- N

Suponha A[l..n] sem elementos repetidos.

roblema: Encontrar o i-esimo menor elemento de A[1..n|.

Exemplo: 33 € 0 40. menor elemento de:

1 10

22199 132883433 [11|97|55|66| A

11122132133 [34|55|66|88|97|99 | ordenado

o |
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Mediana

Mediana é o | 2+ |-ésimo menor ou o [“+!]-ésimo menor
elemento.

Exemplo: a mediana é 34 ou 55:

22199 13288134 |33 1197195 |66| A

1112232133134 |55|66 |88 | 97|99 | ordenado

|
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1=-6S1IMmo menor

fRecebe All..njeitalquel1 <i<n
e devolve valor do i-ésimo menor elemento de A[l..n|.

SELECT-ORD (A, n,1)
1 ORDENE (A, n)
2 devolva A]

O consumo de tempo do SELECT-ORD é O(nlgn).

-
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1=-6S1IMmo menor

-

fRecebe All..njeitalquel1 <i<n
e devolve valor do i-ésimo menor elemento de A[l..n|.

SELECT-ORD (A, n,1)
1 ORDENE (A,n)
2 devolva A]

O consumo de tempo do SELECT-ORD é O(nlgn).

LDél para fazer melhor? J
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Menor

fRecebe um vetor A[1..n| e devolve o valor do menor
elemento.

MENOR (A, n)

1 menor + A[l]

2 paralk < 2 atén faca

3 se Alk| < menor

4 entao menor < A[k]
5 devolva menor

O consumo de tempo do algoritmo MENOR & O(n).

o

-

|
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Segundo menor

fRecebe um vetor A[1..n| e devolve o valor do segundo T
menor elemento, supondo n > 2.

SEG-MENOR (A, n)
menor < min{ A[1], A]2]}  segmenor <— max{A[l], A[2]}
para i < 3 até n faca
se Alk] < menor
entao segmenor < menor
menor <— A|k]
senao se Alk| < segmenor
entao segmenor < A[k]
devolva segmenor

ONOOOTH~,WN =

L O consumo de tempo do SEG-MENOR é O(n). J
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Algoritmo linear?

-

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?
para o i-ésimo menor?
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Algoritmo linear?

-

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?
para o i-ésimo menor?

Sim!

Usaremos o0 PARTICIONE do QUICKSORT!

o
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Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A, p,r)
x < Alr]
1 <— p—1
para j < p até r — 1 faca
se Ajj| <=z
entao <« i +1
Ali] ¢ Alj

OoNOOTA~,WDN =

p

Particione

~ Rearranja A[p..r]de modoque p < ¢ <re

> x € 0 “pive”

Ali+1] + Alr]
devolva: + 1

33

515

7

11

22

88

66

33

44

L A 199

|
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Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A, p,r)
x < Alr]
1 <— p—1
para j < p até r — 1 faca
se Ajj| <=z
entao <« i +1
Ali] ¢ Alj

OoNOOTA~,WDN =

p

Particione

~ Rearranja A[p..r]de modoque p < ¢ <re

> x € 0 “pive”

Ali+1] + Alr]
devolva: + 1

11

22

33

44

515

88

66

7

99

L A |33

|
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Particione

~ Rearranja A[p..r]de modoque p < ¢ <re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A, p,r)

1 o« Alr] >z € 0 “pive”
2 1<+ p—1

3 paraj <+ patér—1faca
4 se Alj] <z

5 entao: < i +1

6 All] < A[j]
7 Ali+1] < Alr]

8 devolvai+1

L O algoritmo PARTICIONE consome tempo ©O(n).
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Algoritmo SeLect

 Recebe Alp..rJeitalque 1 <i<r—p+l o
e devolve valor do i-esimo menor elemento de Alp..r]|.

SELECT(A,p,r,1)
Sep=r
entao devolva A|p]
q < PARTICIONE (p, 1)
k<—qg—p+1
se k=1
entao devolva A[(]
se k>
entao devolva SELECT (A, p,q — 1,1)
senao devolva SELECT (A4,q¢+ 1,r,i — k)

O©OOoONOOTR~WDN =

N

|
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Algoritmo SeLect

SELECT(A,p,r,1)

O©OOoONOOOTR~WDN —

Ssep=r
entao devolva A|p]
q < PARTICIONE (A, p, 1)
k<—qg—p+1
se k=1
entao devolva A[(]
se k>
entao devolva SELECT (A,p,q — 1,1)
senao devolva SELECT (A,q¢+ 1,r,i — k)

q

_J/

|
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Consumo de tempo

o N

T(n) = consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

linha consumo de todas as execucoes da linha
1-2 =06(1)

3 = 0(n)
47  =0(1)
8  =T(k—1)
9  =T(n—k)




Consumo de tempo

o N

T(n) = consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

linha consumo de todas as execucoes da linha
1-2 =06(1)

3 = 0(n)
47  =0(1)
8 =Tk —1)
9  =T(n—k)




Consumo de tempo

o N

T(n) = consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

linha consumo de todas as execucoes da linha
1-2 =06(1)

3 = 0(n)
47  =0(1)
8 =Tk —1)
9  =T(n—k)




Selecao em tempo linear

-

Como fazer algo melhor?



Selecao em tempo linear

-

Como fazer algo melhor?

Vamos usar de novo divisao e conquista.

Veremos o algoritmo BFPRT,
de Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan.
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Selecao em tempo linear

-

Como fazer algo melhor?

Vamos usar de novo divisao e conquista.

Veremos o algoritmo BFPRT,
de Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan.

Se o pivo do PARTICIONE for a mediana do vetor,
qgual seria o0 consumo de tempo do SELECT?

o
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Select-BFPRT

fRecebe Alp..rjeitalque 1 < <r—p+l1 T
e devolve um indice ¢ tal que Alq| € o0 i-esimo menor
elementode Alp..r]

SELECT-BFPRT(A, p,r, )
Ssep=r
entaodevolvap > penao Alp
q < PARTICIONE-BFPRT (A, p,r)
k—qg—p+1
se k=1
entaodevolvag > ¢genao Alg
se k>
entao devolva SELECT-BFPRT (A, p,q — 1,1)
senao devolva SELECT-BFPRT (A,q+ 1,7,i — k)

O©OOoONOOTR~WDN —

|
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Particione-BFPRT
T “’ =

\ J/ \ J/
TV TV

kE—1 n —k

Rearranja A[p..r] e devolve um indice ¢, p < ¢ < r, tal que
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..r] e

7
max{k — 1,n — k} < 1—3—%3,

onden=r—p+lek=qg—p+1.

Suponha que
P(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo
L PARTICIONE-BFPRT quandon=r—p+1 J
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- T(n)

Consumo de tempo

:= consumo de tempo maximo do algoritmo T

SELECT-BFPRT quandon = — p + 1

linha consumo de todas as execucoes da linha

3 = P(n)

4-7 =0(1)

8 =T(k—1)

9 =T(n—Fk)

T(n) =061)+ P(n)+max{T(k—1),T(n—k)}



Particione-BFPRT
1 5]

max{k —1,n — k} < n — (3 B [%H —3)
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Particione-BFPRT
fn =r—p+1

PARTICIONE-BFPRT (A, p, )

1 para;j <« p,p+5,p+5-2,... até p+5([n/5]—1) faca
ORDENE (4, j, j+4)

ORDENE (A, p+5|n/5],r)

para j < 1 até [n/5]—1 faca
B|j] < Alp+5j-3]
B[[n/5]] <= A[[(p+5[n/5]+7)/2]]

k < SELECT-BFPRT(B, 1, [n/5], | ([1n/5]+1)/2])

Alk] + Alr] > indices nao casam...
devolva PARTICIONE (A, p, )

O 00 ~ o O1 &~ W N



Particione-BFPRT
fn =r—p+1 T

PARTICIONE-BFPRT (A, p, )

para j < p,p+5,p+5-2,... até p+5([n/5]—1) faca
ORDENE (4, j, j+4)

ORDENE (A, p+5|n/5],r)

para j < 1 até [n/5]—1 faca
Alp—1+7] + Alp+57—3]
Alp=1+[n/5]] & A[[(p+5[n/5]+r)/2]]

k < SELECT-BFPRT(A, p, p+[n/5]—1, | ([n/5]+1)/2])

Alk] < Alr]
devolva PARTICIONE (A, p, )

O 00 ~ o O~ WN —

|
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Consumo de tempo do Particione-BFPRT

- N

P(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo
PARTICIONE-BFPRT quandon=r—p+1

linha consumo de todas as execucoes da linha

1-3 =[n/5]6(1) = O(n)
4-6 = [n/5|60(1) = O(n)
/ = T'([n/5])

8 = 0O(1)

9 = O(n)




Consumo de tempo do Select-BFPRT

fT(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo T
SELECT-BFPRT quandon=r—p+1

Temos que

T(1) = 6(1)

paran=2,3,...,
o |
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Consumo de tempo do Select-BFPRT

~ T(n) pertence a mesma classe O que: o

S(n) =1 paran < 30

s <5 ([3]) +5 ([ 35| +2) +n paran =

n |30 60 90 120 150 180 210 240 270 300
S(n) |32 144 280 362 514 640 802 940 1114 1261

Vamos verificar que S(n) < 80n paran =1,2,3,4, ...

Prova: Sen =1,...,29,entao S(n) =1 < 80 < 80n.
Sen=30,...,99, entdo

L S(n) < S(120) = 362 < 80 x 30 < 80n. J
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Recorreéncia

fSen>1OO,;(r:)éiSq§D+S(ﬁﬂ+3>+n T
g0 [g] +80<ﬁ—ﬂ +3) +n
380<%+1)+80 (%+4) +n

7
— 80— + 80 + 80— 4 320 +n

5) 10
— 16n + 56n + n + 400
= 73n + 400

< 80n (pois n > 100).

LLOQO, T(n) €& O(n). J

Algoritmos —p. 25



Como adivinhei classe O?

o

Arvore da recorréncia:
S(n)



Como adivinhei classe O?

Arvore da recorréncia:
n
S(5n) S(£n)



Como adivinhei classe O?

- N

Arvore da recorréncia:

l/ \1
/n\ /BR\
S(0 ) S(lny  S(dhn) S(ckn)



Como adivinhei classe O?

o

Arvore da recorréncia:

/\
VNN

_9 _4 _4 i
100 100 100 100
° ° ° °
° ° ° °
° ° ° °



Contas

T
nivel | 0 1 2

k—1 k
2 k—1 k
soma n 1%71 19—0271 %n fwn
10~-1 10"
— <n —kik:ﬂog%qﬂ
9 9k—1 9k
S(n):n—l—ﬁn—l— -—|—10k_1n—|—ﬁn
9 g
— (1 = .. =
R TR T
9k+1
= 10(1 — 10k+1)n
< 10n
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Conclusao

O consumo de tempo do SELECT-BFPRT & O(n).
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