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Lista 6

. (32.1-2 do CLRS) Mostre que, se todos os caracteres do padrao P[1..m] s@o distintos,
o algoritmo ingénuo que busca P em um texto T[1..n] pode ser modificado para consumir
tempo O(n).

. (32.1-3 do CLRS) Suponha que o padrao P e o texto T sdo cadeias de caracteres de

comprimentos m e n respectivamente, escolhidas aleatoriamente de um alfabeto ¥; =

{0,1,...,d — 1}, para d > 2. Mostre que o numero esperado de comparagdes entre
1—d—™

caracteres do texto e do padrao no algoritmo trivial & (n —m +1)7=5= < 2(n —m+1).

. (32.1-4 do CLRS) Suponha que o padrao P pode conter ocorréncias de um caracter
vao <, que pode ser casado a uma cadeia arbitraria de caracteres (inclusive com a cadeia
vazia). Por exemplo, o padrao ab{>ba<>c ocorre no texto cabcecbacbacab de duas maneiras
diferentes: cabccbacbacab e cabecbacbacab. Note que o caracter vao pode ocorrer um
nimero arbitrario de vezes no padrao, mas nao ocorre no texto nenhuma vez. Descreva
um algoritmo polinomial para determinar se um tal padrao ocorre em um texto 7', e
analise o consumo de tempo do seu algoritmo.

. (13.3.2 € 13.4.4 do PF) Dé um exemplo em que a versdao 1 do algoritmo de Boyer-
Moore faz o maior nimero de comparacoes entre caracteres do padrao e do texto. Dé
um exemplo em que a versao 2 do algoritmo de Boyer-Moore faz o maior ntimero de
comparagoes entre caracteres do padrao e do texto.

. (13.4.1 do PF) Calcule a tabela v, para o caso em que todos os caracteres do padrao
sao iguais e a tabela vy para o caso em que todos os caracteres do padrao sao distintos.

. (13.5.1 do PF) Escreva o codigo do algoritmo de Boyer-Moore (que usa v; e vy).

. Considere uma pilha implementada em um vetor com as operagoes usuais de empilha e
desempilha. Para evitar overflow, ou seja, para lidar com a situacao em que a pilha fica
cheia, pode-se implementar uma operacao que denominaremos de realoca, acionada pela
operagao empilha sempre que a pilha fica cheia. A operagao realoca aloca um novo vetor
de tamanho duas vezes maior que o vetor corrente, copia o conteido corrente da pilha
para o novo vetor e desaloca o vetor corrente. Suponha que as operagoes de alocagao e
desalocagao de memoria (correspondentes ao malloc e free, digamos) consumam tempo
constante, ou seja, O(1). Se a pilha estd com s elementos, qual é o tempo de pior caso
das operagoes empilha e desempilha neste caso? Faca uma andlise amortizada e deduza
o custo amortizado destas operacoes. Ou seja, considere uma seqiiéncia de n operacoes
empilha e desempilha, realizadas sobre uma pilha inicialmente vazia, e calcule o custo
amortizado por operagao. Suponha que o vetor alocado inicialmente para a pilha tem
apenas uma posi¢ao. Sua analise deve ser o mais justa possivel em termos assintéticos.



8. Dados n + 1 pontos p, p1, ..., pn, dizemos que p é uma combinacao convexa de py,...,p,

se existem nameros reais nao-negativos Aj,..., A, tais que (a) >-r A = 1 e (b)
S Nipi = p. O fecho convero de uma colegao finita de pontos ¢ o conjunto de
todas as combinacoes convexas de pontos da colecao. O casco convero de uma colegao
finita de pontos é o poligono que delimita o fecho convexo dessa colegao. Como o casco
convexo ¢ um poligono, ele pode ser dado por uma seqiiéncia de pontos: os vértices do
poligono. Note que os pontos dessa seqiiéncia sao sempre pontos da colegao original de
pontos.

O seguinte algoritmo, proposto por Graham, determina o casco convexo da colegao
{p1,...,pn}. Vamos supor, para simplificar, que nao ha na colegdo trés pontos coli-
neares. No pseudo-cédigo abaixo, para trés pontos distintos p, ¢ e w, denotamos por
0(p, q, w) o angulo entre a reta que passa por p e ¢ e a reta que passa por ¢ e w.

GRAHAM(p,n)
PRELIMINARES (p,n)
pln + 1] — pl]
e[1] — p[1]
t—1
para k <— 2 até n faga
t—t+1
clt] — plk]
enquanto t > 2 e 0(c[t — 1], c[t], p[k + 1]) < 180° faga
t—t—1
devolva ¢
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PRELIMINARES(p, n)
min «— 1
para i < 2 até n faga

se y(pli]) < y(plmin])

entao min « i

p[l] < plmin]
seja ¢ um ponto tal que a reta que passa por ¢ e p[l] é paralela ao eixo z
ordene p[2..n] de modo que 0(q, p[1], p[2]) < --- < 0(q,p[1],p[n])
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Demonstre que as linhas 2 a 10 do algoritmo de Graham consomem tempo O(n).

. Num exercicio de uma lista anterior, um aluno chamado Omar descreveu um algoritmo
bem interessante para encontrar o “envelope” de uma colecao de retas dadas.

Uma reta (no plano) é determinada pela equagao ax+by = c¢. Ou seja, uma tal reta é dada
pelos trés nameros a, b e c. Neste problema, é dada uma cole¢ao de retas {ri,...,m,},
onde cada reta r; é dada por a;, b; e ¢;, com b; # 0, O coeficiente angular de uma reta
r dada por ax 4 by = ¢, com b # 0, é o numero —a/b. (De fato, como b # 0, podemos
reescrever a equagao da reta como y = (—ax+c¢)/b.) O deslocamento de r é o nimero ¢/b.

No co6digo abaixo, a rotina INTER recebe duas retas nao-paralelas como parametros e
devolve o ponto de intersecao entre elas.



10.

OMAR(r, n)
1 PRELIMINARES (7,n)

2 env[0] « (1,0, —00) I> Reta sentinela z = —oo

3 env[l] « r[1] env[2] « r|[2]

5 t—2

6 parak < 3 até n faga

7 enquanto t > 1 e z(INTER(env[t], r[k])) < z(INTER(env[t — 1], env]t])) faga
8 t—t—1

9 t—t+1

10 envlt] < rlk]

PRELIMINARES(, 1)
1 ordene r[1..n| pelo coeficiente angular, deixando,
em caso de empate, a de maior deslocamento antes
2 ] — 1 > Remove retas paralelas desnecessarias

3 parai« 2 até n faga

4 se r[j] e r[i] ndo tém o mesmo coeficiente angular
) entao j «— j+1
6 [j] — rfi

Demonstre que as linhas 2 a 10 do algoritmo do Omar consomem tempo O(n).

Considere a seguinte alternativa para representar um contador binario com k bits. O
contador é representado por dois vetores com k posi¢oes, P[0..k — 1] e N[0..k — 1],
onde, para cada i, no maximo um entre P[i] e N[i] vale 1. (O valor real do contador ¢ a
diferenca P — N.)

Abaixo estao implementagoes das operacoes de Incrementa e Decrementa para tal
representacao. Para simplificar, assumimos que o ntimero k é grande o suficiente para
que os algoritmos abaixo nao acessem um indice invalido.

Incrementa (P, N) Decrementa (P, N)
1. ¢+0 1. i<0
2. enquanto P[i] =1 faga 2. enquanto N[i] =1 faga
3. P[i] <0 3. N[i] <0
4. t—1+1 4. 1—1+1
5. se N[i] =1 5. se Pli] =1
6. entao N[i| — 0 6. entao P[i] — 0
7. senao P[i] — 1 7. senao N[i] — 1

Abaixo estd um exemplo destes algoritmos em agao. (Note que qualquer nimero exceto
o zero pode ser representado de diversas maneiras.)

P = 10001 P = 10010 P = 10011 P = 10000 P = 10000 P = 10000 P = 10001
N =o1100 *t' N~N=o01100 *t' N~N=o01100 *' N~N=01000 ' N=o01001 ~! N=o01010 *' N =o01010
P-N=5 P-N=6 P-N=7 P—-N=38 P-N=7 P-N=6 P-N=7

Suponha que o contador comega de (0,0) (ou seja, P = 0% e N = 0%), e sejam aplicadas
n operacoes, cada uma delas sendo um Incrementa ou um Decrementa. Suponha que
n < 2% de modo que de fato os algoritmos nao acessem um indice invilido dos vetores.
Neste caso, o custo de pior caso do Incrementa e do Decrementa ¢ O(lgn).

Prove que o custo amortizado do Incrementa e do Decrementa ¢ O(1).



