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Recordacao...

~ ue v vetores no R com ponta inicial na origem. o
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Recordacao...

~ ue v vetores no R com ponta inicial na origem. o

Produto vetorial u x v: vetor perpendicular ao plano que
contem u € v cujo comprimento € a area do parelalepipedo
formado por u e v. Com que sentido?

u X v
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Recordacao...

~ ue v vetores no R com ponta inicial na origem. o

Produto vetorial u x v: vetor perpendicular ao plano que
contem u € v cujo comprimento € a area do parelalepipedo
formado por u e v. Com que sentido?

u X v

Regra da mao direita: indicador na direcao de u, dedo
meédio na direcao de v; o polegar indica o sentido de u x v. J
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Produto vetorial

u = (ur,u2, us)
U = (Ula U2, US)



Produto vetorial

-

u = (ur,u2, us)
U = (Ula U2, US)

u X v = (ugv3 — U3V, UV — UIV3, ULV — UV])



Produto vetorial

-

u = (u, ug, us)
U = (vla U2, Ug)

u X v = (ugU3 — U3V2, UV] — UTV3, UV — URV])

Alternativamente,

uXv=det | w; wus us

vr v2 U3

o |
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Produto vetorial

-

u = (ur,u2, us)
U = (Ula U2, US)

u X v = (ugv3 — U3V, UV — UIV3, ULV — UV])

Alternativamente,

v 9k
uXv=det | w; wus us

vr v2 U3

Como usar isso para decidir entre esquerda e direita?

o |
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Esquerda e direita

(22, y2)
O
(23, y3)

(z1,91)



Esquerda e direita

(22, y2)
O

(3, y3)

(z1,y1)



Esquerda e direita

- (22, y2)

(x1,y1)

Tomemos u = (v92 — x1,y2 —y1,0) € v = (23 — 21, y3 — y1,0).



Esquerda e direita

- (22, y2)

(1,91
Tomemos u = (v92 — x1,y2 —y1,0) € v = (23 — 21, y3 — y1,0).

uxv=(0,0,(zr2 —x1)(ys —y1) — (y2 — y1)(x3 — 1))



Esquerda e direita

- (22, y2) .

(1,91
Tomemos u = (v92 — x1,y2 —y1,0) € v = (23 — 21, y3 — y1,0).

uxv=(0,0,(zr2 —x1)(ys —y1) — (y2 — y1)(x3 — 1))

Se (12 —x1)(y3 —y1) — (y2 —y1) (23 — 21) > 0,
(x3,y3) esta a esquerda, senao esta a direita.

o |
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Predicados geométricos

-

ESQUERDA((x1,y1), (x2,42), (x3,y3)) = VERDADE

(22, y2)
O
(z3,y3)

(z1,y1)



Predicados geométricos

-

ESQUERDA(((x1,y1), ((z2,1y2), (z3,y3)) = FALSO

(22, y2)
O

(z3,y3)

(z1,y1)



Representacao de ponto

b

onto: vetor de dimensao apropriada



Representacao de ponto
o

Ficar nos inteiros enquanto for possivel.

onto: vetor de dimensao apropriada
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Representacao de ponto
o

Ficar nos inteiros enquanto for possivel.

onto: vetor de dimensao apropriada

#define X O
#define Y 1
#define DIM 2 /% dimensdo do espaco =*/

/* tipo ponto inteiro =/
typedef int tPoilinti[DIM];

/* tipo ponto real =*/
typedef double tPointd[DIM];

o |
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Representacao de poligono

- N

oligono: vetor ou lista ligada de pontos



Representacao de poligono

- N

Qual das duas opcoes escolher? Depende...

oligono: vetor ou lista ligada de pontos



Representacao de poligono

- N

Qual das duas opcoes escolher? Depende...

oligono: vetor ou lista ligada de pontos

Com vetor...

/* numero maximo de pontos em um poligono =*/
#define PMAX 1000

/* tipo poligono de pontos inteiros =/
typedef tPointi tPolygoni [PMAX];

/*x tipo poligono de pontos reais */
typedef tPointd tPolygond[PMAX];

o |
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fO

Calculos de area

valor absoluto do determinante

L1 Y1
L2 Y2
L3 Y3

1
1
1
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Calculos de area

fO valor absoluto do determinante
r1 Y1 1
vy o 1| = (w2 —x1)(ys —y1) — (3 — 1) (y2 — Y1)
r3 yz 1




fO

L1 Y1
L2 Y2
L3 Y3

é duas vezes a area do triangulo de extremos

1
1
1

Calculos de area

valor absoluto do determinante

(2 —21)(y3s —y1) — (x3 — x1) (Y2 — v1)

(1,91)s (22,92) € (73,Y3).

(23, y3)

(z1,y1)

(z2,y2)

|
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Calculos de area

fTriéngqu T

int Area?Z (tPointi a, b, c) {
return al[X]*xbl[Y]-al[Y]xb[X]+a[Y]*c[X]
—a[X]*c[Y]+b[X]xc[Y]-c[X]xb[Y];

o |
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Calculos de area

fTriéngqu T

int Area?Z (tPointi a, b, c) {
return al[X]*xbl[Y]-al[Y]xb[X]+a[Y]*c[X]
—a[X]*c[Y]+b[X]*c[Y]—-c[X]*b[Y];
}

Com menos multiplicacoes e em pseudocodigo:

Area2(a, b, ¢)
1 devolva (a[X] — c[X]) * (b[Y] — c[Y])—
(alY] = e[Y])  (bJX] — c[X])

o |
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Calculos de area
fTriéngqu
Area2(a, b, ¢

1 devolva (a[X] — ¢[X]) % (b[Y] — [Y])—
(alY] = c[Y]) x (0[X] — ¢[X])

Poligono



Calculos de area
fTriéngqu

Area2(a, b, ¢)
1 devolva (a[X] — ¢[X]) % (b[Y] — [Y])—
(alY] = c[Y]) x (0[X] — ¢[X])

Poligono

AreaPoligono2(n, P)

1 s+ 0

2 parai<« 1atén—2faca

3 s+« s+Area2(P|0], PJi], Pli + 1])
L 4 devolva s



Segmentos e pontos

fPonto ¢ & esquerda da reta dada por ab -

Esquerda™(a, b, c)
1 devolva Area2(a,b,c) > 0

o |
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Segmentos e pontos

fPonto ¢ & esquerda da reta dada por ab

Esquerda™(a, b, c)
1 devolva Area2(a,b,c) > 0

Ponto ¢ & esquerda ou sobre a reta dada por ab

Esquerda(a, b, c)
1 devolva Area2(a,b,c) > 0

|
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Segmentos e pontos

fPonto ¢ & esquerda da reta dada por ab

Esquerda™(a, b, c)
1 devolva Area2(a,b,c) > 0

Ponto ¢ & esquerda ou sobre a reta dada por ab

Esquerda(a, b, c)
1 devolva Area2(a,b,c) > 0

Pontos a, b € ¢ s4o colineares

Colinear(a, b, ¢)
L 1 devolva Area2(a,b,c) = 0

|
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Intersecao de segmentos

- N

ntersecao propria entre ab e cd:
a intersecao € um unico ponto no interior dos segmentos.

IntersectaProp(a, b, ¢, d)
1 se Colinear(a, b, c) ou Colinear(a, b, d)
ou Colinear(c,d, a) ou Colinear(c, d, b)
2  entao devolva FALSO
3 devolva Xor(Esquerda™(a, b, c),Esquerda™(a,b,d))
e Xor(Esquerda™(c,d,a),EsquerdaT(c,d,b))

A rotina Xor devolve o
ou exclusivo entre duas expressoes booleanas.

o |
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Intersecao de segmentos
~ Ponto ¢ estd no segmento ab o

Entre(a, b, ¢)

1 se nao Colinear(a, b, c)

2 entao devolva FALSO

3 sealX]|#bX] > ab ndo é vertical

4 entao devolva o[ X| < ¢[X] < b[X] ou b X]
5 senao devolva a[Y] < c[Y] < b[Y] ou b[Y]
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Intersecao de segmentos
~ Ponto ¢ estd no segmento ab o

Entre(a, b, ¢)

1 se nao Colinear(a, b, c)

2 entao devolva FALSO

3 sealX]|#bX] > ab nao € vertical

4 entao devolva a[X| < ¢[X] < b[X] ou b[X]| < <

5 senao devolva a[Y] < c[Y] <b[Y]ou blY] < clY] < alY]

Intersecao entre ab € cd

Intersecta(a, b, ¢, d)
1 se IntersectaProp(a,b,c,d)
2 entao devolva VERDADE
3 devolva Enire(a, b, c) ou Entre(a, b, d)
L ou Entre(c, d,a) ou Entre(c, d, b) J
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Dentro ou fora?

- N

Esta no cone das arestas vizinhas do poligono?

andidata a diagonal P[i]P[j] esta no interior do poligono?

NoCone(n, P, i, j)

1 w+i—1(mod n)

2 w<+i+1(mod n)

3 se Esquerda(Plul, P[i], Plw]) > P[i] € convexo

4  entao devolva Esquerda™(PJi|, Pj],
Esquerda+( 5], Pli],

5  senao devolva nao (Esquerda(F[i]

Esquerda(P|j],

~»

P
Plw]
P
P
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Teste de diagonal

~ Quase uma diagonal... |

QuaseDiagonal(n, P, 1, j)

1 parak<«~ Oatéen—1

2 {<+k+1(mod n)

3 sek£iek£jel+iel+#£)

4 entao se Intersecta(Pli|, P[j], P[k], P[{])
5 entao devolva FALSO

6 devolva VERDADE

o |
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Teste de diagonal

~ Quase uma diagonal... |

QuaseDiagonal(n, P, 4, j)
para k < 0 até n — 1
(< k+1(mod n)

1
2
3 sek£iek£jel+iel+#£)

4 entao se Intersecta(PJi|, P|j], P|k|, P[{])
3)

6

entao devolva FALSO
devolva VERDADE

Diagonal de fato...

Diagonal(n, P, i, j)
1 devolva NoCone(n, P, i, j) € QuaseDiagonal(n, P, 1, j)

o |
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Teste de diagonal

~ Quase uma diagonal... |

QuaseDiagonal(n, P, 1, j)

1 parak<«~ Oatéen—1

2 {<+k+1(mod n)

3 sek£iek£jel+iel+#£)

4 entao se Intersecta(Pli|, P[j], P[k], P[{])
5 entao devolva FALSO

6 devolva VERDADE

Diagonal de fato...

Diagonal(n, P, i, j)
1 devolva NoCone(n, P, i, j) € QuaseDiagonal(n, P, 1, j)

LTempo de execugao: O(n) J
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Um primeiro algoritmo de triangulacao

fEntrada: poligono P[0..n — 1] (vetor de n pontos) T
Saida: colecao de diagonais da triangulacao
(um par de indices de P descreve cada diagonal)
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Um primeiro algoritmo de triangulacao

fEntrada: poligono P[0..n — 1] (vetor de n pontos) T
Saida: colecao de diagonais da triangulacao
(um par de indices de P descreve cada diagonal)

Descricao grosseira:

se n = 3, devolva o conjunto vazio
se n > 3, encontre uma diagonal por forca bruta:

o |
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Um primeiro algoritmo de triangulacao

fEntrada: poligono P[0..n — 1] (vetor de n pontos) T
Saida: colecao de diagonais da triangulacao
(um par de indices de P descreve cada diagonal)

Descricao grosseira:

se n = 3, devolva o conjunto vazio
se n > 3, encontre uma diagonal por forca bruta:

parai < 0 até n — 3 faca
para j < i+ 2 até n — 1 faca
se Diagonal(n, P,i,7) e jvértices ndo adjacentes

o |
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Um primeiro algoritmo de triangulacao

fEntrada: poligono P[0..n — 1] (vetor de n pontos) T
Saida: colecao de diagonais da triangulacao
(um par de indices de P descreve cada diagonal)

Descricao grosseira:

se n = 3, devolva o conjunto vazio
se n > 3, encontre uma diagonal por forca bruta:

parai <+ 0 até n — 3 faca
para j < i+ 2 até n — 1 faca
se Diagonal(n, P,7,5) i e j vértices nao adjacentes
determine os poligonos P, e P, obtidos
da particao de P pela diagonal P[i|P|j]

o |
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Um primeiro algoritmo de triangulacao

fEntrada: poligono P[0..n — 1] (vetor de n pontos) T
Saida: colecao de diagonais da triangulacao
(um par de indices de P descreve cada diagonal)

Descricao grosseira:

se n = 3, devolva o conjunto vazio
se n > 3, encontre uma diagonal por forca bruta:

parai <+ 0 até n — 3 faca
para j <+ i+ 2 até n — 1 faca
se Diagonal(n, P,7,5) i e j vértices nao adjacentes
determine os poligonos P, e P, obtidos
da particao de P pela diagonal P|:]| P[j]
encontre recursivamente colecoes D e Do
de diagonais que triangulem P, e P

o |
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Um primeiro algoritmo de triangulacao

fEntrada: poligono P[0..n — 1] (vetor de n pontos) T
Saida: colecao de diagonais da triangulacao
(um par de indices de P descreve cada diagonal)

Descricao grosseira:

se n = 3, devolva o conjunto vazio
se n > 3, encontre uma diagonal por forca bruta:

parai <+ 0 até n — 3 faca
para j <+ i+ 2 até n — 1 faca
se Diagonal(n, P,7,5) i e j vértices nao adjacentes
determine os poligonos P, e P, obtidos
da particao de P pela diagonal P|:]| P[j]
encontre recursivamente colecoes D e Do
de diagonais que triangulem P, e P

o devolva D; U Dy U { P[i|P[j]} -

GeoComp 2014 —p. 17



Um primeiro algoritmo de triangulacao

fDescrigéo grosseira: T

se n = 3, devolva o conjunto vazio
se n > 3, encontre uma diagonal por forca bruta:

parai <+ 0 até n — 3 faca
para j < i+ 2 até n — 1 faca
se Diagonal(n, P,7,5) i e j vértices nao adjacentes
determine os poligonos P, e P, obtidos
da particao de P pela diagonal P[i|P|j]
encontre recursivamente colecoes D e Do
de diagonais que triangulem P, e P
devolva Dy U Dy U {Pi|P[j]}

o |
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Um primeiro algoritmo de triangulacao

fDescrigéo grosseira: T

se n = 3, devolva o conjunto vazio
se n > 3, encontre uma diagonal por forca bruta:

parai <+ 0 até n — 3 faca
para j < i+ 2 até n — 1 faca
se Diagonal(n, P,i,7) e jvértices ndo adjacentes
determine os poligonos P, e P, obtidos
da particao de P pela diagonal P[i|P|j]
encontre recursivamente colecoes D e Do
de diagonais que triangulem P, e P
devolva Dy U Dy U {Pi|P[j]}

Consumo de tempo no pior caso:
T(n) = T(n1) +T(n2) + O(n?), onde ny +ns = n + 2.

o |
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Um primeiro algoritmo de triangulacao

fDescrigéo grosseira: T

se n = 3, devolva o conjunto vazio
se n > 3, encontre uma diagonal por forca bruta:

parai <+ 0 até n — 3 faca
para j < i+ 2 até n — 1 faca
se Diagonal(n, P,i,7) e jvértices ndo adjacentes
determine os poligonos P, e P, obtidos
da particao de P pela diagonal P[i|P|j]
encontre recursivamente colecoes D e Do
de diagonais que triangulem P, e P
devolva Dy U Dy U {Pi|P[j]}

Consumo de tempo no pior caso:
T(n) = T(n—1)+0(n?) = O(n?)

o |
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Um primeiro algoritmo de triangulacao

f Triang-n4(n, P) T

1 sen>3
2 entao i < 0 j 2
3 enquanto nao Diagonal(n, P, i, j) faca
4 j<J+1
3 sej=n
6 entao i <« i+ 1
/ J =142
8 imprima {7, j}
9 np < j—1+1
10 No <N —mnq + 2
11 Pi[0..ny —1] « Pli..J]
12 PyJ0..ny —1] « P[0..4]- P[j..n—1]
13 Triang-n4(n,, P,)
14 Triang-n4(n,, P,)

|
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Um primeiro algoritmo de triangulacao

f Triang-n4(n, P) T

1 sen>3
2 entao i < 0 j 2
3 enquanto nao Diagonal(n, P, i, j) faca
4 j<J+1
3 sej=n
6 entao i <« i+ 1
/ J =142
8 imprima {7, j}
9 np < j—1+1
10 No <N —mnq + 2
11 Pi[0..nq — 1] < P[i..J]
12 PyJ0..ny—1] < P[0..4]- P[j..n—1]
13 Triang-n4(n,, P,)

14 Triang-n4(n., P,) J
LPior caso: O(n?) chamadas a Diagonal
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Triangulacdo em O(n°): use orelhas!

fPontaDeOrelha(n, P, 1)
1 j«< (i—1)mod n
2 k<« (¢+1)mod n
3 devolva Diagonal(n, P, j, k)

-



Triangulacdo em O(n°): use orelhas!

- N

ontaDeOrelha(n, P, )
1 j«< (i—1)mod n
2 k<« (¢+1)mod n
3 devolva Diagonal(n, P, j, k)

Triang-n3(n, P)
sen>3J
entao i < 0
enquanto nao PontaDeOrelha(n, P,7) faca
141+ 1

imprima {(: — 1)mod n, (¢ + 1) mod n}
m, P' < Remove(n, P, )
Triang-n3(m, P’)

o |
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Triangulacdo em O(n°): use orelhas!

- N

ontaDeOrelha(n, P, )
1 j«< (i—1)mod n
2 k<« (¢+1)mod n
3 devolva Diagonal(n, P, j, k)

Triang-n3(n, P) > sem recursao de cauda

1 enquanto n > 3

2 i < 0

3 enquanto nao PontaDeOrelha(n, P,:) faca
4 P — 141

5 imprima {(i — 1)mod n, (i + 1) mod n}

6 Pli.n—2«Pli+1..n—1 ©>removeo:
/ n<n-—1

o |
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Triangulacdo em O(n°): use orelhas!

fPontaDeOrelha(n, P, 1) T
1 j«< (i—1)mod n
2 k<« (¢+1)mod n
3 devolva Diagonal(n, P, j, k)

Triang-n3(n, P) > sem recursao de cauda

1 enquanto n > 3

2 i < 0

3 enquanto nao PontaDeOrelha(n, P,:) faca
4 P — 141

5 imprima {(i — 1)mod n, (i + 1) mod n}

6 Pli.n—2«Pli+1..n—1 ©>removeo:
/ n<n-—1

LPior caso: ©(n?) chamadas a Diagonall J
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Exemplo ruim




Triangulacio em O(n?)

f Triang-n2(n, P) T

1 Marcaorelha(p)

2 enquanton > 3 faca

3 vy — P

4 enquanto nao orelha|v-| faca

5 Vg — prox|vs]

6 V1 — prev|vs]

7 V3 < prox|vs]

8 imprima {vert|vy|, vert|vs]}

9 prox|vi] < vs

10 prev|vs] < vy

11 P <+ v3

12 n<<n-—1

13 orelhalv,] < PontaDeOrelha(P, v,)
14 orelhalvs] < PontaDeOrelha(P, vs)

|
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Triangulacio em O(n?)

f Triang-n2(n, P)

’
2
3
4
)
6
/
8

9
10
11
12
13
14

MarcaOrelha(p)
enquanto n > 3 faca

vy — P
enquanto nao orelha|v-| faca
Vg — prox|va]
vy < prev|va]
V3 < prox|vs]
imprima {vert|vy|, vert|vs]}
proxr|vy] < v
prev|vs]| < vq
P+ v;
n<n-—1
orelhalv;] < PontabDeOrelha(pP, v,)
orelhalvs] < PontaDeOrelha(P, vs)

LPior caso: ©(n) chamadas a Diagonal.

|
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Orelhas com listas ligadas

f PontaDeOrelha(P, v)
1w <« prev|v]
2 w < prox|v]
3 devolva Diagonal(P, u, w)



Orelhas com listas ligadas

PontaDeOrelha(P, v)

1w <« prev|v]

2 w < prox|v]

3 devolva Diagonal(P, u, w)

MarcaOrelha(P)
v < P
repita
U — prev|v]
w < prox|v]
orelha|v] <— Diagonal( P, u, w)
U 4— W
atéquev="r

NO Ok~ WD =
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Orelhas com listas ligadas

PontaDeOrelha(P, v)

1w <« prev|v]

2 w < prox|v]

3 devolva Diagonal(P, u, w)

MarcaOrelha(P)
v < P
repita
U — prev|v]
w < prox|v]
orelha|v] <— Diagonal( P, u, w)
U 4— W
atéquev="r

NO Ok~ WD =

LDiagonaI também teria que ser reescrita para listas Iigadas.J
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Exercicios

. E verdade que um vértice de um poligono ou ¢é ponta
de orelha ou existe uma diagonal do poligono com
extremo nele?

. Qual € a relacao da pergunta anterior com o0 consumo
de tempo do algoritmo Triang-n4?

. Escreva um algoritmo PertenceConvexo(P, n, q) que
decide se um ponto ¢ pertence ou nao ao poligono
convexo P, dado no vetor P[0..n — 1]. Dica: Use a

rotina AREA2.

. A ideia do algoritmo do exercicio anterior funciona
também caso o poligono P ndo seja convexo? Elabore
sobre isso. J
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