- N

Geometria Computacional

Cristina G. Fernandes
Departamento de Ciéncia da Computacao do IME-USP
http://www.ime.usp.br/ cris/

segundo semestre de 2014

o |

GeoComp 2014 — p. 1/29



Poliedros

-

fDesc:rig;éio vaga: regiao do espaco cuja fronteira é formada
por um numero finito de faces poligonais, qualquer par das
guais sao ou disjuntas, ou tem um vértice em comum ou
tem uma aresta em comum.
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Poliedros

-

fDesc;rig;éio vaga: regiao do espaco cuja fronteira é formada
por um numero finito de faces poligonais, qualquer par das
guais sao ou disjuntas, ou tem um vértice em comum ou
tem uma aresta em comum.

Definicdo da pagina 19 do livro de Preparata & Shamos:
Um poliedro em IR® é a regido do espaco limitada por um
conjunto finito de poligonos (planos) tal que cada aresta de
um destes poligonos € compartilhada por exatamente um
outro poligono (poligono adjacente) e nenhum subconjunto
dos poligonos tem essa mesma propriedade.
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Poliedros

-

fDesc;rig;éio vaga: regiao do espaco cuja fronteira é formada
por um numero finito de faces poligonais, qualquer par das
guais sao ou disjuntas, ou tem um vértice em comum ou
tem uma aresta em comum.

Definicdo da pagina 19 do livro de Preparata & Shamos:
Um poliedro em IR® é a regido do espaco limitada por um
conjunto finito de poligonos (planos) tal que cada aresta de
um destes poligonos € compartilhada por exatamente um
outro poligono (poligono adjacente) e nenhum subconjunto
dos poligonos tem essa mesma propriedade.

Os vértices e arestas do poligono sao os vertices e arestas
Ldo poliedro; os poligonos sao as faces do poliedro. J
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Fronteira de um poliedro

-

® pontos (vértices), de dimensao zero;
#® segmentos (arestas), de dimensao um;
# poligonos (faces), de dimensao dois.

As vezes é conveniente exigirmos que os poligonos sejam

convexos (neste caso permitimos que duas faces sejam
coplanares).
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Fronteira de um poliedro
f ® pontos (vértices), de dimensao zero; T
#® segmentos (arestas), de dimensao um;
# poligonos (faces), de dimensao dois.

As vezes é conveniente exigirmos que os poligonos sejam
convexos (neste caso permitimos que duas faces sejam
coplanares).

Em um poliedro, temos que:

#» Componentes se intersectam ‘propriamente’;
# A topologia local é ‘propria’;

# A topologia global é ‘propria’.
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omponentes se intersectam propriaments

fF>
® c

® C
®

ara cada par de faces, exigimos que:

B

as sejam disjuntas, ou
as tenham um unico vértice em comum, ou
as tenham dois vertices e a aresta os ligando em

comum.
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omponentes se intersectam propriaments

fF>
® c

® C
®

ara cada par de faces, exigimos que:

B

as sejam disjuntas, ou
as tenham um unico vértice em comum, ou
as tenham dois vertices e a aresta os ligando em

comum.

B
A

A face A e B nao intersectam C propriamente.

o
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Topologia local propria

fA topologia local € como a superficie (fronteira) do poliedroj
se parece na vizinhanca de um ponto.



Topologia local propria

fA topologia local € como a superficie (fronteira) do poliedroj
se parece na vizinhanca de um ponto.

Na vizinhanca de cada ponto, a superficie de um poliedro
deve ser indistinguivel de um disco a menos de dobrar e
esticar a superficie como se esta fosse feita de um material
moldavel (nao podemos cortar a superficie).
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Topologia local propria

fA topologia local € como a superficie (fronteira) do poliedroj
se parece na vizinhanca de um ponto.

Na vizinhanca de cada ponto, a superficie de um poliedro
deve ser indistinguivel de um disco a menos de dobrar e
esticar a superficie como se esta fosse feita de um material
moldavel (nao podemos cortar a superficie).

A superficie nao € um disco na vizinhanc¢a dos pontos
marcados. J
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Topologia global propria

A N

superficie deve ser conexa, fechada e limitada.



Topologia global propria
fA

Estamos admitindo aqui que um poliedro tenha buracos
(como um pneu ou donut).

superficie deve ser conexa, fechada e limitada. T

O numero de buracos € chamado de genus da superficie.

(=—>

Uma superficie de genus 1: um torus.
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Topologia global propria

A N

Estamos admitindo aqui que um poliedro tenha buracos
(como um pneu ou donut).

superficie deve ser conexa, fechada e limitada.

O numero de buracos € chamado de genus da superficie.

(=—>

Uma superficie de genus 1: um torus.

Poliedros de genus zero sao topologicamente equivalentes
a uma esfera e muitas vezes sao chamados de poliedros
simples.
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Resumo

-

fFronteira de um poliedro: colecao finita de poligonos
planos convexos limitados (as faces do poliedro) tal que:

# As faces se intersectam propriamente;

# A vizinhanca de cada ponto € topologicamente um
disco aberto;

# A superficie é conexa, ou equivalentemente o
1-esqueleto é conexo.

1-esqueleto: grafo formado pelos vértices e arestas dos
poligonos.
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Resumo

-

fFronteira de um poliedro: colecao finita de poligonos
planos convexos limitados (as faces do poliedro) tal que:

# As faces se intersectam propriamente;

# A vizinhanca de cada ponto € topologicamente um
disco aberto;

# A superficie é conexa, ou equivalentemente o
1-esqueleto é conexo.

1-esqueleto: grafo formado pelos vértices e arestas dos
poligonos.

A fronteira é fechada e contém no seu interior uma porcao
limitada do espaco.

Cada aresta € compartilnada por exatamente duas faces;
ssas faces sao ditas adjacentes. J
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Poliedro convexo

-

P poliedro, e arestade P

-

O angulo diedral com relacao a e € o angulo interno entre
0s planos formados pelas faces de P que compartilham e.

Fo

angulo diedral em e

o |

GeoComp 2014 — p. 8/29



Poliedro convexo

-

P poliedro, e arestade P

O angulo diedral com relacao a e € o angulo interno entre
0s planos formados pelas faces de P que compartilham e.

Fo

angulo diedral em e

F

Um poliedro é convexo se todos os seus angulos diedrais
sS40 convexos, OuU seja, N0 maximo .
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Poliedro convexo

-

P poliedro, e arestade P

O angulo diedral com relacao a e € o angulo interno entre
0s planos formados pelas faces de P que compartilham e.

F2
angulo diedral em e
R

Um poliedro é convexo se todos os seus angulos diedrais
sS40 convexos, OuU seja, N0 maximo .

LPoIiedros convexos sao chamados de politopos. J
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Politopos regulares

fPoh’gono regular: tem angulos iguais em cada vertice e T
todas as aresta tém o mesmo comprimento.

Existem infinitos poligonos regulares: triangulo equilatero,
guadrado, pentagono, hexagono, heptagono, etc.
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Politopos regulares

-

fPoh’gono regular: tem angulos iguais em cada vertice e
todas as aresta tém o mesmo comprimento.

Existem infinitos poligonos regulares: triangulo equilatero,
guadrado, pentagono, hexagono, heptagono, etc.

Surpreendentemente, existem somente cinco politopos
regulares: os chamados solidos Platonicos.
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Politopos regulares

-

fPoh’gono regular: tem angulos iguais em cada vertice e
todas as aresta tém o mesmo comprimento.

Existem infinitos poligonos regulares: triangulo equilatero,
guadrado, pentagono, hexagono, heptagono, etc.

Surpreendentemente, existem somente cinco politopos
regulares: os chamados solidos Platonicos.

ldeia da prova: angulos internos de um poligono regular
aumentam com o numero de vértices, mas nao existe
muito espaco (N0 maximo 2r) para colocarmos esses
angulos ao redor de um vertice do politopo.
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Prova usando a formula de Euler

fP: poliedro regular com p vértices em cada face.
Cada face € um poligono regular.

-



Prova usando a formula de Euler

fP: poliedro regular com p vértices em cada face. T
Cada face € um poligono regular.

Soma dos angulos internos de uma face: (p — 2)m.

Logo o angulo interno em cada vértice da face é (1 — %)w.
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Prova usando a formula de Euler

fP: poliedro regular com p vértices em cada face. T
Cada face € um poligono regular.

Soma dos angulos internos de uma face: (p — 2)m.

Logo o angulo interno em cada vértice da face é (1 — %)w.

r: numero de arestas incidentes a cada vértice de P.

Soma dos angulos faciais em cada vértice € no maximo 2.
Logo,

2 2 2
r(l——-)r<2r = 1—-<-—
p p T

= pr<2r4+2p
= pr—2r—2p+4<4

\_ = (p—2)(r—2) < 4. J
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Prova usando a formula de Euler

-

P: poliedro regular com p vértices em cada face.
r: numero de arestas incidentes a cada vértice de P.

-

(p—2)(r—2) <4

Note que p > 3 e r > 3. Entao...
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-

Prova usando a formula de Euler

P: poliedro regular com p vértices em cada face.

-

r: numero de arestas incidentes a cada vértice de P.

(p—2)(r—2) <4

Note que p > 3 e r > 3. Entao...

p r (p=2)(r—-2) Nome Descricao

3 3 1 tetraedro 3 triangulos incidentes a cada vértice

4 3 2 cubo 3 quadrados incidentes a cada veértice
3 4 2 octaedro 4 triangulos incidentes a cada veértice

5 3 3 dodecaedro 3 pentagonos incidentes a cada vértice
3 5 3 icosaedro 5 triangulos incidentes a cada vértice
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Politopos regulares

fOs cinco soélidos Platonicos: T
tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro.

—

\/
=




Formula de Euler

f\/: numero de vértices T
E: numero de arestas
F': numero de faces

Nome (p,r) V. E F
Tetraedro 3,3) 4 6 4
Cubo (4,3) 8 12 6
Octaedro (3,4) 6 12 8
Dodecaedro (3,5) 20 30 12
lcosaedro (5,3) 12 30 20
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Formula de Euler

f\/: numero de vértices T
E: numero de arestas
F': numero de faces

Nome (p,r) V. E F
Tetraedro 3,3) 4 6 4
Cubo (4,3) 8 12 6
Octaedro (3,4) 6 12 8
Dodecaedro (3,5) 20 30 12
lcosaedro (5,3) 12 30 20

o V-E+F=2 |
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Prova da Formula de Euler
fA

# Transformar o poliedro simples em um grafo planar.

-

prova consiste em trés partes:

# Um teorema para arvores.
# Prova por indugao.
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Prova da Formula de Euler

A N

# Transformar o poliedro simples em um grafo planar.

prova consiste em trés partes:

# Um teorema para arvores.
# Prova por indugao.
O 1-esqueleto de um poliedro € um grafo planar G.

g
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Prova da Formula de Euler

A N

# Transformar o poliedro simples em um grafo planar.

prova consiste em trés partes:

# Um teorema para arvores.
# Prova por indugao.
O 1-esqueleto de um poliedro € um grafo planar G.

Inducao:
Se G éumaarvore, V = F + 1.
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Prova da Formula de Euler

A N

# Transformar o poliedro simples em um grafo planar.

prova consiste em trés partes:

# Um teorema para arvores.
# Prova por indugao.
O 1-esqueleto de um poliedro € um grafo planar G.

Inducao:
Se G éumaarvore, V = F + 1.

Senao G tem um circuito C.
Sejaeumaarestade C,e G' = G —e.

G’ é conexo e tem V' vértices, £ — 1 arestas e F — 1 faces.
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Prova da Formula de Euler

A N

# Transformar o poliedro simples em um grafo planar.

prova consiste em trés partes:

# Um teorema para arvores.
# Prova por indugao.
O 1-esqueleto de um poliedro € um grafo planar G.

Inducao:
Se G éumaarvore, V = F + 1.

Senao G tem um circuito C.
Sejaeumaarestade C,e G' = G —e.

G’ € conexo e tem V vértices, I — 1 arestas e F'— 1 faces.
Porindugdo, V — (E—1)+ (F—1) = 2 = V-E+F.
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Consequeéncias

fLinearidade do numero de arestas e faces:
Sen=1V,entao £ = 0O(n) e ' = 0O(n).
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Consequéncias

-

fLinearidade do numero de arestas e faces:
Sen=1V,entao £ = 0O(n) e ' = 0O(n).

Podemos assumir s.p.g. que todas as faces sao triangulos.
Logo £ =3F/2e 2FE = 3F.
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Consequéncias

-

fLinearidade do numero de arestas e faces:
Sen=1V,entao £ = 0O(n) e ' = 0O(n).

Podemos assumir s.p.g. que todas as faces sao triangulos.
Logo £ =3F/2e 2FE = 3F.
Aplicando a Formula de Euler,
V-E4+F=2 = V-E+2E/3 = 2
= V-2 = F/3
= F =3V—-6 = O(n)
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Consequéncias

-

fLinearidade do numero de arestas e faces:
Sen=1V,entao £ = 0O(n) e ' = 0O(n).

Podemos assumir s.p.g. que todas as faces sao triangulos.
Logo £ =3F/2e 2FE = 3F.

Aplicando a Formula de Euler,

V—E+F=2 = V-E+2E/3 = 2
= V-2=F/3
= F =3V -6 = O(n)

| F=2E/3 = 2V —4 = O(n). .
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Primitiva
fpo, p1, p2. trés pontos nao-colineares em um plano . T

Sejam 4 =PpP1—Po—= (xaayaa ba) e b= P2 — Po = (xba Yb Zb)'
O produto vetorial a x b € normal a = e definido por
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Primitiva

fpo, p1, p2: trés pontos nao-colineares em um plano . T

Sejam a = p1 — po = (Ta, Ya, ba) € b= p2 — po = (L1, Yb, 2p)-
O produto vetorial a x b € normal a = e definido por

a X b=

Ya
Yb

Za

<b

—

1+

Za

<b

La

L

—

7+

La

L

Ya
Yb

ol
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Primitiva
fpo, p1, p2. trés pontos nao-colineares em um plano . T

Sejam 4 =PpP1—Po—= (xaayaa ba) e b= P2 — Po = (xba Yb Zb)'
O produto vetorial a x b € normal a = e definido por

< - < xr — xr —
a X b — ya a i —|— a a j —|— a ya k
Yp <b b Lp Ly  Yp
a x bA
b

L bx aV J
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Primitiva

fO produto vetorial a x b € normal a = e definido por

Ya
Yb

a X b=

Za

<h

—

1+

axb

A

Za

<h

La

L

—

7+

La

L

Ya
Yb

bx ay

k.

O comprimento do produto vetorial ||a x b|| € a area do

Lparelelogramo com vértices 0,a,b € a + b.

-

|
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Primitiva
fpo, p1, po. trés pontos nao-colineares. T
7. 0 plano que contém estes pontos.

- |
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Primitiva
fpo, p1, po. trés pontos nao-colineares. T
7. 0 plano que contém estes pontos.

Semi-espaco positivo de A(pg, p1,p2): lado de = apontado
pelo vetor normal a A(pg, p1,p2)-

Semi-espaco negativo de A(po, p1,p2): lado de © oposto ao
apontado pelo vetor normal a A(pg, p1, p2).
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Primitiva
fpo, p1, po. trés pontos nao-colineares. T
7. 0 plano que contém estes pontos.

Semi-espaco positivo de A(pg, p1,p2): lado de = apontado
pelo vetor normal a A(pg, p1,p2)-

Semi-espaco negativo de A(po, p1,p2): lado de © oposto ao
apontado pelo vetor normal a A(pg, p1, p2).

Sejam a :=p; —pg € b := py — po.

Ponto p; esta no semi-espaco positivo de A(pg, p1,p2)
se c-(a x b) > 0,0nde c:= p3 — po.

Ponto p; esta no semi-espaco negativo de A(pg, p1, p2)
sec-(axb)<O.
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Primitiva
fDados pontos po. p1, 2, p3 €em IR?, a operacao primitiva T

TESTE-DE-ORIENTAGAO(po, p1, P2, P3)
(ou ESQUERDA(po, p1, p2,p3))

decide em qual semi-espaco do plano orientado 7 do
triangulo (orientado) A(po, p1,p2) 0 ponto p; esta.
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Primitiva
fDados pontos po. p1, 2, p3 €em IR?, a operacao primitiva
TESTE-DE-ORIENTAGCAO(po, p1, p2, P3)

(ou ESQUERDA(po, p1,p2,p3))

decide em qual semi-espaco do plano orientado 7 do
triangulo (orientado) A(po, p1,p2) 0 ponto p; esta.

Se p; = (x,v5, 2i), parai = 0,1,2,3, entdo o resultado do

teste de orientacao é dado pelo sinal do determinante

L0
L1

L2

L3

Yo
Y1
Y2
Y3

<0
<1
<2

<3

—_ = =

|
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Primitiva
fTESTE—DE—ORIENTAQAO(PoaplapQ,PB) T

decide em qual semi-espaco do plano orientado = esta ps.

Se p; = (x,v5, 2i), parai = 0,1,2,3, entdo o resultado do
teste de orientacao é dado pelo sinal do determinante

o Yo <o
1 Y1 <1

L2 Y2 z2

—_ e

r3 Ys <3

O valor absoluto deste determinte € 6 vezes o volume
sinalizado do tetraedro cujos vértices sao pg, p1, p2, P3.
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Primitiva
fTESTE—DE—ORIENTAQAO(PoaplapQ,PB) T

decide em qual semi-espaco do plano orientado = esta ps.

Se p; = (x,v5, 2i), parai = 0,1,2,3, entdo o resultado do
teste de orientacao é dado pelo sinal do determinante

o Yo <o
1 Y1 <1

L2 Y2 z2

—_ e

L3 Y3 <3
O valor absoluto deste determinte € 6 vezes o volume
sinalizado do tetraedro cujos vértices sao pg, p1, p2, P3.

Chamamos de VOLUME®6 a fung¢ao que devolve o valor
este determinante (em analogia a funcdo AREA2). J
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Estrutura de dados

-

Problema: Dado um conjunto finito P de pontos no IR?,
encontrar o fecho convexo conv(P) dos pontos em P.
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Estrutura de dados

Problema: Dado um conjunto finito P de pontos no R*
encontrar o fecho convexo conv(P) dos pontos em P.

# Listas de faces
# Estrutura de dados para poliedros simpliciais
o Estrutura de dados winged-edge (arestas aladas)

)
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Estrutura de dados
Problema: Dado um conjunto finito P de pontos no IR?,
encontrar o fecho convexo conv(P) dos pontos em P.

# Listas de faces
# Estrutura de dados para poliedros simpliciais
o Estrutura de dados winged-edge (arestas aladas)

Listas de faces: lista com a representacao como um
poligono de cada face.
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Estrutura de dados

-

Problema: Dado um conjunto finito P de pontos no IR?,
encontrar o fecho convexo conv(P) dos pontos em P.

# Listas de faces
# Estrutura de dados para poliedros simpliciais
o Estrutura de dados winged-edge (arestas aladas)

Listas de faces: lista com a representacao como um
poligono de cada face.

Desvantagens: informacao de adjacéncia de um so tipo
(entre vértices vizinhos em uma face). Caro determinar por
exemplo se duas faces sao adjacentes.
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fS

Poliedros simpliciais

uas faces sao triangulares.

ED para poliedros simpliciais:

K
K
<

reqgistros para veértices, arestas e faces.
lista de vértices numa ordem arbitraria.

arestas apontam para seus vertices extremos e as
faces que separam.

faces apontam para seus trés vertices e arestas.

|
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fS

Poliedros simpliciais

uas faces sao triangulares.

ED para poliedros simpliciais:

K
K
<

“

reqgistros para veértices, arestas e faces.
lista de vértices numa ordem arbitraria.

arestas apontam para seus vertices extremos e as
faces que separam.

faces apontam para seus trés vertices e arestas.

Vantagem: mais facil de manipular.

o
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Arestas aladas

fProposta por Baumgart em 1975, € a mais popular para T
representar a superficie de um poliedro.

Seu foco sao as arestas.
Lembra a ED que vimos para mapas planares.
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Arestas aladas

fProposta por Baumgart em 1975, € a mais popular para T
representar a superficie de um poliedro.

Seu foco sao as arestas.
Lembra a ED que vimos para mapas planares.

A ED mantém uma lista de vértices, arestas e faces onde

Vértice. cada vértice v mantém as suas coordenadas
(x,y,z) € um apontador av(v) para uma aresta arbitraria
Incidente a v;

Face. cada face f mantém um apontador para uma aresta
arbitraria of (f) da fronteira de f;

Aresta. cada aresta e tem oito apontadores...
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Arestas aladas

fCada aresta ¢ tem oito apontadores: T

# Dois apontadores para os extremos vi(e) € va(e) de e.
A ordem destes vértices fornece uma orientacao para e.
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Arestas aladas

fCada aresta ¢ tem oito apontadores: T
# Dois apontadores para os extremos v;(e) € va2(e) de e.

<

A ordem destes vértices fornece uma orientacao para e.

Apontadores fccw(e) e fcw(e) para as duas faces
incidentes a e. A face fccw(e) € a esquerda de
e = vi(e)va(e) e a face fcw(e) € a direita.

A aresta e induz orientacao anti-horaria
(counterclockwise) em fccw(e) e orientacao horaria
(clockwise) em fcw(e).
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Arestas aladas

fCada aresta ¢ tem oito apontadores: T

“

“

Dois apontadores para os extremos vi(e) € va(e) de e.
A ordem destes vértices fornece uma orientacao para e.

Apontadores fccw(e) e fcw(e) para as duas faces
incidentes a e. A face fccw(e) € a esquerda de
e = vi(e)va(e) e a face fcw(e) € a direita.

Quatro apontadores para as asas (wings) de e: arestas
que precedem e sucedem e em fecw(e) € few(e).

Especificamente, pccw(e) € nccw(e) representam as
arestas que precedem e sucedem e na face feccw(e)
(sentido anti-horario).

Analogamente, pcw(e) € ncw(e) representam as arestas
que precedem e sucedem e na face fcw(e). J
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Arestas aladas




o

Arestas aladas




Arestas aladas

Note que cada registro dessa ED ocupa espaco constante.

Vejamos um exemplo completo... o cubo!

o |
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e T4l f1 & T2 |eg 13

83 & P6

Um cubo e seu 1-esqueleto (grafo planar).

|
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Arestas aladas para o cubo

. N

Ista de vértices:

vertice | (z,y,2) | av
D1 (1, 0, O) €1
D9 (1,1,0) | e
p3 (1,1,1) | es
DA (1,0,1) | ey
5 (0,0,0) | eg
P6 (0,1,0) | €10
D7 (0,1,1) | e1q
s (0,0,1) | e12




Arestas aladas para o cubo

-

Lista de faces:

face | af
i | el
Jo | e2
f3 | e
fa | e
J5 | el
Je | es

-



Arestas aladas para o cubo

aresta | v1 | vo | fecw | few | pccw | necw | pcw | ncw
€1 P1 | P2 J1 5 €4 €2 €6 €5
€2 P2 | P3 J1 Jo €1 €3 €7 €6
e3 p3 | pa | 1 J6 €2 eq es er
€4 P4 | P1 J1 Ja €3 €1 €5 €8
€5 P1 | P5 J5 Ja €1 €9 €12 €4
€6 p2 | pe | Jo /5 €2 €10 €9 e1
er p3 | pr | Je Jo e3 el | e | €2
€8 P4 | P8 Ja J6 €4 €12 €11 €3
€9 Ps5 | Pe J5 J3 €5 €6 €10 €12
elo | Pe | p7 | Jo /3 €6 e7 el | €9
€11 P7 | P8 J6 J3 €7 €8 €12 €10
€12 Ps | P5 Ja J3 €8 €5 €9 €11

|

GeoComp 2014 — p. 29/29



	Poliedros
	Poliedros
	Poliedros

	Fronteira de um poliedro
	Fronteira de um poliedro

	Componentes se intersectam propriamente
	Componentes se intersectam propriamente

	Topologia local própria
	Topologia local própria
	Topologia local própria

	Topologia global própria
	Topologia global própria
	Topologia global própria

	Resumo
	Resumo

	Poliedro convexo
	Poliedro convexo
	Poliedro convexo

	Politopos regulares
	Politopos regulares
	Politopos regulares

	Prova usando a fórmula de Euler
	Prova usando a fórmula de Euler
	Prova usando a fórmula de Euler

	Prova usando a fórmula de Euler
	Prova usando a fórmula de Euler

	Politopos regulares
	Fórmula de Euler
	Fórmula de Euler

	Prova da Fórmula de Euler
	Prova da Fórmula de Euler
	Prova da Fórmula de Euler
	Prova da Fórmula de Euler
	Prova da Fórmula de Euler

	Consequências
	Consequências
	Consequências
	Consequências

	Primitiva
	Primitiva
	Primitiva

	Primitiva
	Primitiva
	Primitiva
	Primitiva

	Primitiva
	Primitiva

	Primitiva
	Primitiva

	Estrutura de dados
	Estrutura de dados
	Estrutura de dados
	Estrutura de dados

	Poliedros simpliciais
	Poliedros simpliciais

	Arestas aladas
	Arestas aladas

	Arestas aladas
	Arestas aladas
	Arestas aladas

	Arestas aladas
	Arestas aladas
	Arestas aladas

	O cubo
	Arestas aladas para o cubo
	Arestas aladas para o cubo
	Arestas aladas para o cubo

