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Cada jogador controla uma tarefa.

Conjuntos de estratégias S; = [m)]:
0 jogador escolhe a qual maquina atribuir sua tarefa.
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0 jogador escolhe a qual maquina atribuir sua tarefa.
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Jogo de balanceamento de carga
fDados T

n tarefas
& m maquinas
® w;. peso da tarefa i
® 5. velocidade da maguina j

Cada jogador controla uma tarefa.

Conjuntos de estratégias S; = [m)]:
0 jogador escolhe a qual maquina atribuir sua tarefa.

Vetor de estrategias: atribuicao A : [n] — [m)].

LCusto de A parai, onde j = A(i): custoi(A) =3 . A= %J
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Jogo de balanceamento de carga
v

Jogo com estrategias puras sempre tem equilibrio.

-

Imos na aula passada:

Para m maqguinas idénticas,

0 preco da anarquia é (2 — —=2+).
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Jogo de balanceamento de carga
v

Jogo com estrategias puras sempre tem equilibrio.

Imos na aula passada:

Para m maqguinas idénticas,

0 preco da anarquia é (2 — —=27).

Nesta aula:

#» tempo de convergéncia para maquinas idénticas
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Vv

o

Jogo de balanceamento de carga

Imos na aula passada:

Jogo com estratégias puras sempre tem equilibrio.

Para m maqguinas idénticas,

0 preco da anarquia é (2 — —=27).

Nesta aula:

#» tempo de convergéncia para maquinas idénticas

#® preco da anarquia para maquinas relacionadas

-
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Jogo de balanceamento de carga

oy N

Jogo com estratégias puras sempre tem equilibrio.

Imos na aula passada:

Para m maqguinas idénticas,

0 preco da anarquia é (2 — —=27).

Nesta aula:
#» tempo de convergéncia para maquinas idénticas
#® preco da anarquia para maquinas relacionadas

# tempo de convergéncia para maguinas relacionadas

o
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Tempo de convergéncia

-

Para maquinas idénticas,
ha sequéncia curta de melhoras
de qualqguer atribuicao inicial para um equilibrio.

Teoria dos Jogos — p. 3



Tempo de convergéncia

- N

ara maquinas idénticas,
ha sequéncia curta de melhoras
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Politica da melhor resposta de peso maximo:
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Para maquinas idénticas,
ha sequéncia curta de melhoras
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Tempo de convergéncia

. N

Para maquinas idénticas,
ha sequéncia curta de melhoras
de qualqguer atribuicao inicial para um equilibrio.

Politica da melhor resposta de peso maximo:
Ative apenas tarefas insatisfeitas de peso maximo.
Uma tarefa ativa muda para melhor maquina.

Teorema: A politica de melhor resposta de peso maximo
atinge um equilibrio depois de no maximo n passos.
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Tempo de convergéncia

. N

Para maquinas idénticas,
ha sequéncia curta de melhoras
de qualqguer atribuicao inicial para um equilibrio.

Politica da melhor resposta de peso maximo:
Ative apenas tarefas insatisfeitas de peso maximo.
Uma tarefa ativa muda para melhor maquina.

Teorema: A politica de melhor resposta de peso maximo
atinge um equilibrio depois de no maximo n passos.

Tarefa que migra nunca mais fica insatisfeita.
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Tempo de convergéncia

fMéquinas Idénticas T

Politica da melhor resposta de peso maximo:
Ative apenas tarefas insatisfeitas de peso maximo.
Uma tarefa ativa muda para melhor maquina.

Teorema: A politica de melhor resposta de peso maximo
atinge um equilibrio depois de no maximo n passos.

Prova: Tarefa que migra nunca mais fica insatisfeita.
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Tempo de convergéncia

fMéquinas Idénticas T

Politica da melhor resposta de peso maximo:
Ative apenas tarefas insatisfeitas de peso maximo.
Uma tarefa ativa muda para melhor maquina.

Teorema: A politica de melhor resposta de peso maximo
atinge um equilibrio depois de no maximo n passos.

Prova: Tarefa que migra nunca mais fica insatisfeita.

# A carga minima nao diminui.
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Tempo de convergéncia

fMéquinas Idénticas T

Politica da melhor resposta de peso maximo:
Ative apenas tarefas insatisfeitas de peso maximo.
Uma tarefa ativa muda para melhor maquina.

Teorema: A politica de melhor resposta de peso maximo
atinge um equilibrio depois de no maximo n passos.

Tarefa que migra nunca mais fica insatisfeita.
# A carga minima nao diminui.

# Tarefas ativas tém peso nao crescente.
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Tempo de convergéncia

fl\/léquinas Idénticas T

Politica da melhor resposta de peso maximo:
Ative apenas tarefas insatisfeitas de peso maximo.
Uma tarefa ativa muda para melhor maquina.

Teorema: A politica de melhor resposta de peso maximo
atinge um equilibrio depois de no maximo n passos.

Tarefa que migra nunca mais fica insatisfeita.
# A carga minima nao diminui.
# Tarefas ativas tém peso nao crescente.

LAtinge equilibrio no maximo em n passos. IJ
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Caso de maquinas relacionadas

fTeorema: Para o jogo de balanceamento de carga T
em m maquinas relacionadas, POA(m) = @(lglglgm).

Primeira parte:
Mostrar que para jogos J = (n,m,w, s) €
atribuicoes A : [n] — [m]| em equilibrio vale que

lgm

custo(A) = O JOPT(J).

lglgm

Teoria dos Jogos — p. 5



Caso de maquinas relacionadas

fTeorema: Para o jogo de balanceamento de carga T
em m maquinas relacionadas, POA(m) = @(lglglgm).

Primeira parte:
Mostrar que para jogos J = (n,m,w, s) €
atribuicoes A : [n] — [m]| em equilibrio vale que

lgm

custo(A) = O JOPT(J).

lglgm

Segunda parte:
Apresentar jogo J = (n,m,w, s) €
atribuicdo A : [n] — [m] em equilibrio tal que

lgm

L custo(A) = Q( JOPT(J). J
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Primeira parte

fLema: Para jogos J = (n,m,w, s) € T
atribuicoes A : [n] — [m] em equilibrio, vale que

I
custo(A) = O ki

T lgm)OPT(J).
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Primeira parte

fLema: Para jogos J = (n,m,w, s) € T
atribuicoes A : [n] — [m] em equilibrio, vale que

lgm

custo(A) = O JOPT(J).

lglgm

Prova: Seja ¢ = |[custo(A)/OPT(J)].
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Primeira parte

fLema: Para jogos J = (n,m,w, s) € T
atribuicoes A : [n] — [m] em equilibrio, vale que

I
custo(A) = O ki

T lgm)OPT(J).

Prova: Seja ¢ = |[custo(A)/OPT(J)].

Vamos mostrar que ¢ < I'!(m),

onde I'"! denota a inversa da ,
que étalque I'(k) = (kK — 1)L.
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Primeira parte

fLema: Para jogos J = (n,m,w, s) € T
atribuicoes A : [n] — [m] em equilibrio, vale que

lgm

custo(A) = O JOPT(J).

lglgm
Prova: Seja ¢ = |[custo(A)/OPT(J)].

Vamos mostrar que ¢ < I'!(m),

onde I'"! denota a inversa da ,
que étalque I'(k) = (kK — 1)L.

Sabe-se que I' ! (m) = @(1;‘%{5{71)7

logo isso é suficiente para completar a prova.
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Primeira parte

fLema: Para jogos J = (n,m,w, s) € T
atribuicoes A : [n] — [m] em equilibrio, vale que

lgm )
lglgm’

custo(A) = O

Prova: Seja ¢ = |[custo(A)/OPT(J)].

Vamos mostrar que ¢ < I'"!(m) = @(lé%gm),

ondel éa el'(k)=(k—1).
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Primeira parte

fLema: Para jogos J = (n,m,w, s) € T
atribuicoes A : [n] — [m] em equilibrio, vale que

lgm
custo(A) = O(lgglgm)'

Prova: Seja ¢ = |[custo(A)/OPT(J)].

Vamos mostrar que ¢ < I'"!(m) = @(lé%gm),

ondel éa el'(k)=(k—1).

SPG,s1>s9>--->sp,esejal =11,2,...,m)|
a lista das maquinas em ordem de velocidade.
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Primeira parte

fLema: Para jogos J = (n,m,w, s) € T
atribuicoes A : [n] — [m] em equilibrio, vale que

lgm
custo(A) = O(lgglgm)'

Prova: Seja ¢ = |[custo(A)/OPT(J)].

Vamos mostrar que ¢ < I'"!(m) = @(lé%gm),

ondel éa el'(k)=(k—1).

SPG,s1>s9>--->sp,esejal =11,2,...,m)|
a lista das maquinas em ordem de velocidade.

Para k € {0,...,c— 1},
LL’“: maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).J
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Primeira parte
ff(k):(k—l)! S1 >89 > > Sy L=1[1,2,...,m] T

Para k € {0,...,c— 1},
L. maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).
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Primeira parte
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Para k € {0,...,c— 1},
L. maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).
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Primeira parte

fF(k):(k—l)! S1 >89 > > Sy L=1[1,2,...,m] T
Para k € {0,...,c— 1},
L. maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).

Vamos provar que |Lg| > (k+ 1)|Lgy1| € [Le—1] > 1.
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Primeira parte
fF(k):(k—l)! S1 >89 > > Sy L=1[1,2,...,m] T

Para k € {0,...,c— 1},
L. maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).

Vamos provar que |Lg| > (k+ 1)|Lgy1| € [Le—1] > 1.

Disso segue que [Ly| > (¢ — 1) =T'(c).
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Primeira parte
fr(k):(k—l)! S1 >89 > > Sy L=1[1,2,...,m] T

Para k € {0,...,c— 1},
L. maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).

Vamos provar que |Li| > (k+ 1)|Lgi1| € |Le—1] > 1.

Disso segue que [Ly| > (¢ — 1) =T'(c).

Como Ly = L, temos que m > I'(c) e portanto ¢ < I'"!(m).
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Primeira parte
TR = (k=1 s Zsy>-->sm  L=[12,....m |

Para k € {0,...,c— 1},
L. maior prefixo de L de maquinas com carga > kOPT(J).

Vamos provar que |Li| > (k+ 1)|Lgi1| € |Le—1] > 1.

Disso segue que [Ly| > (¢ — 1) =T'(c).

Como Ly = L, temos que m > I'(c) e portanto ¢ < I'"!(m).

Resta provar a recorréncia.

|
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Prova da recorréncia

-

Vamos provar que |Lg| > (k+ 1)|Lgy1| € |Le—1| > 1.

-
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Prova da recorréncia

v

amos provar que |Li| > (k4 1)|Lg1| € |Le—1] > 1.
Primeiro, mostremos que |L._1| > 1.

Suponha que nao, ou seja, que L._1 = 0.
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Prova da recorréncia
Vv

amos provar que |Li| > (k4 1)|Lg1| € |Le—1] > 1. T
Primeiro, mostremos que |L._1| > 1.
Suponha que nao, ou seja, que L. = 0.

Entdo a carga ¢; < (¢ — 1)OPT(J).
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Prova da recorréncia

-

Vamos provar que |Li| > (k+ 1)|Lgy1| € |Le—1] > 1. T
Primeiro, mostremos que |L._1| > 1.
Suponha que nao, ou seja, que L. = 0.

Entdo a carga ¢; < (¢ — 1)OPT(J).

Seja i tarefa atribuida a uma maquina com carga c OPT(.J).
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Prova da recorréncia

-

Vamos provar que |Li| > (k+ 1)|Lgy1| € |Le—1] > 1. T

Primeiro, mostremos que |L._1| > 1.

Suponha que nao, ou seja, que L. = 0.

Entdo a carga ¢; < (¢ — 1)OPT(J).

Seja i tarefa atribuida a uma maquina com carga c OPT(.J).
W

lh+— < (¢c—1)OPT(J)+ OPT(J) = cOPT(J).

S1

o |
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Prova da recorréncia

-

Vamos provar que |Li| > (k+ 1)|Lgy1| € |Le—1] > 1.

T
Primeiro, mostremos que |L._1| > 1.
Suponha que nao, ou seja, que L. = 0.
Entdo a carga ¢; < (¢ — 1)OPT(J).
Seja i tarefa atribuida a uma maquina com carga c OPT(.J).
W

lh+— < (¢c—1)OPT(J)+ OPT(J) = cOPT(J).

S1

Ou seja, ¢ tem incentivo para mudar para a maquina 1.
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Prova da recorréncia

-

Vamos provar que |Li| > (k+ 1)|Lgy1| € |Le—1] > 1.

-

Primeiro, mostremos que |L._1| > 1.
Suponha que nao, ou seja, que L. = 0.
Entdo a carga ¢; < (¢ — 1)OPT(J).

Seja i tarefa atribuida a uma maquina com carga c OPT(.J).

0+ 7:— < (¢—1)OPT(J) + OPT(J) = cOPT(J).
1
Ou seja, ¢ tem incentivo para mudar para a maquina 1.

LContradigéio pois A € um equilibrio. J
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Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T
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Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T

Lema: A*(i) € L paratoda tarefa i tq A(i) € Li1.
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Lema: A*(i) € L paratoda tarefa i tq A(i) € Li1.

Prova: Se L, = L, nada a provar.



Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L paratoda tarefa i tq A(i) € Li1.

Prova: Se L, = L, nada a provar.
Seja ¢ maquina de menor indice em L\ L;.
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Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L paratoda tarefa i tq A(i) € Li1.

Prova: Se L, = L, nada a provar.
Seja ¢ maquina de menor indice em L\ L;.
Temos que ¢, < K OPT(J).
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Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L paratoda tarefa i tq A(i) € Li1.

Prova: Se L, = L, nada a provatr.

Seja ¢ maquina de menor indice em L\ L;.

Temos que ¢, < K OPT(J).

Caiy = (k+1)OPT(J) para toda tarefa i tq A(i) € Lyy1.

o |
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Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L paratoda tarefa i tq A(i) € Li1.

Prova: Se L, = L, nada a provatr.

Seja ¢ maquina de menor indice em L\ L;.

Temos que ¢, < K OPT(J).

Caiy = (k+1)OPT(J) para toda tarefa i tq A(i) € Lyy1.

Se w; <5,0PT(J), entao i tem incentivo para Ir para g:

ly+— < KOPT(J) + OPT(J) = (k + 1)OPT(J) < a0,

Sq

Lcontradigéo. J
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Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L paratoda tarefa i tq A(i) € Li1.

Prova: Seja ¢ maguina de menor indice em L \ L;.
Temos que ¢, < kOPT(J).
Para toda tarefa i tq A(i) € L1,

Cai) = (k+1)OPT(J) € w; > s OPT(J).
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Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L paratoda tarefa i tq A(i) € Li1.

Prova: Seja ¢ maguina de menor indice em L \ L;.
Temos que ¢, < kOPT(J).
Para toda tarefa i tq A(i) € L1,

Cai) = (k+1)OPT(J) € w; > s OPT(J).

Por contradicao, suponha que j = A*(i) & L;.
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Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L paratoda tarefa i tq A(i) € Li1.

Prova: Seja ¢ maguina de menor indice em L \ L;.
Temos que ¢, < kOPT(J).
Para toda tarefa i tq A(i) € L1,

Cai) = (k+1)OPT(J) € w; > s OPT(J).
Por contradicao, suponha que j = A*(i) & L;.
Entao, como s; < s,, a carga de j em A* seria

Z- OPT -
> 3 > 2 J) > OPT(J), contradicéo. m

s N
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Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T

Lema: A*(i) € L paratoda tarefa i tq A(i) € Li1.
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Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L paratoda tarefaitq A(i) € Ly 1.

Pela definicdo de L, para cada j em Ljq,

Z w; > 1) OPT(J) s,
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Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L paratoda tarefaitq A(i) € Ly 1.

Pela definicdo de L, para cada j em Ljq,

Z w; > 1) OPT(J) s,

e o total de peso atribuido por A a maquinas em L;; €

Y (k+1)OPT(J)s,

JELk+1
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Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L paratoda tarefa i tq A(i) € Li1.

Pela definicdo de L, para cada j em Ljq,

> wi = (k+1)OPT(J) sy,
:A(i)=j

e o total de peso atribuido por A a maquinas em L;; €

> (k+1)OPT(J)s;.

jELk_H

LPeIo Lema, A* atribui tudo isso a L; sem estourar OPT(J). J
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Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L paratoda tarefa i tq A(i) € Li1.

O total de peso atribuido por A a maquinas em L, é

> (k+1)OPT(J)s;.

JELk+1
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Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L paratoda tarefa i tq A(i) € Li1.

O total de peso atribuido por A a maquinas em L, é

> (k+1)OPT(J)s;.

JELk+1

Pelo Lema, A* atribui tudo isso a L; sem estourar OPT(.J),
logo

> OPT(J)s; > »  (k+1)OPT(J)sj,

j€ Ly J€ Lkt
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Prova de que|Ly| > (kK + 1)|Lp.1

fSeja A* uma atribuicdo 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L paratoda tarefa i tq A(i) € Li1.

O total de peso atribuido por A a maquinas em L, é

> (k+1)OPT(J)s;.

JELk+1

Pelo Lema, A* atribui tudo isso a L; sem estourar OPT(.J),
logo

> OPT(J)s; > »  (k+1)OPT(J)sj,

j€ Ly J€ Lkt
Lque implicaque » .y, s; > > icr,. (k+1)s;. J
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Provade que|L;| > (k+1)|L;1
fSeja A* uma atribuicao 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L, paratoda tarefa i tq A(i) € Li41.

Peso atribuido por A a maquinasem L, €

D el (B +1)OPT(J)s;.

Como A* atribui tudo isso a L; sem estourar OPT(.J),
temos que ZjELk S; > Zj@k“(k + 1)s;,

ou seja, ZjeLk\LkH 5j = ZjeLkH ksj.

o |
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Provade que|L;| > (k+1)|L;1
fSeja A* uma atribuicao 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L, paratoda tarefa i tq A(i) € Li41.

Peso atribuido por A a maquinasem L, €
D el (B +1)OPT(J)s;.

Como A* atribui tudo isso a L; sem estourar OPT(.J),
temos que ZjELk S; > Zj@k“(k + 1)s;,
ou seja, ZjeLk\LkH Sj > ZjeLkH ks;.

Seja s* a velocidade da maquina mais lenta em L;., 1,
ou seja, s* = s, |-

o |
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Provade que|L;| > (k+1)|L;1
fSeja A* uma atribuicao 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L, paratoda tarefa i tq A(i) € Li41.

Peso atribuido por A a maquinasem L, €

D el (B +1)OPT(J)s;.

Como A* atribui tudo isso a L; sem estourar OPT(.J),
temos que ZjELk Sj > ZjeLkH(k + 1)s;,

ou seja, ZjeLk\LkH Sj 2 D icLi, kS

Seja s* a velocidade da maquina mais lenta em L;., 1,
ou seja, s* = S|r,,,|-

Entdo > icr, 8" > D icr,., (k+1)s%,

o |
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Provade que|L;| > (k+1)|L;1
fSeja A* uma atribuicao 6tima (de makespan minimo). T
Lema: A*(i) € L, paratoda tarefa i tq A(i) € Li41.

Peso atribuido por A a maquinasem L, €

D el (B +1)OPT(J)s;.

Como A* atribui tudo isso a L; sem estourar OPT(.J),
temos que ZjELk S; > ZjeLkH(k + 1)s;,

ou seja, ZjeLk\LkH 5j = ZjeLkH ksj.

Seja s* a velocidade da maquina mais lenta em L;., 1,
ou seja, s* = s, |-

Entao ZjeLk s* > ZjeLkH(k + 1)s*,
Ldonde concluimos que |Lx| < (k+ 1)|Lgyq|- = J
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Caso de maquinas relacionadas

fTeorema: Para o jogo de balanceamento de carga T
em m maquinas relacionadas, POA(m) = @(lglglgm).

Primeira parte:
Mostrar que para jogos J = (n,m,w, s) €
atribuicoes A : [n] — [m]| em equilibrio vale que

).

lgm

custo(A) = O(lg o m
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Caso de maquinas relacionadas

fTeorema: Para o jogo de balanceamento de carga T
em m maquinas relacionadas, POA(m) = @(lglglgm).

Primeira parte:
Mostrar que para jogos J = (n,m,w, s) €
atribuicoes A : [n] — [m]| em equilibrio vale que

1
custo(A) = O(lgglgmm)'

Segunda parte: (Aula que vem!!!!)
Apresentar jogo J = (n,m,w, s) €
atribuicdo A : [n] — [m] em equilibrio tal que

lgm )
lglgm’

\— custo(A) = Q(
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