Jogos de soma zero com dois jogadore

fProbIema: Dada uma matriz 4,,«n, T
encontrar um equilibrio de Nash (de estratégias mistas).

Jogador 1 quer encontrar p que
maximize v
sujeitoa ) .p; =1
(pA); >vparaj=1,....n
p; > 0parar=1,...,m.
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Jogos de soma zero com dois jogadore

fProbIema: Dada uma matriz 4,,«n, T
encontrar um equilibrio de Nash (de estratégias mistas).

Jogador 1 quer encontrar p que
maximize v
sujeitoa ) .p; =1
(pA); >vparaj=1,....n
p; > 0parar=1,...,m.
Jogador 2 quer encontrar ¢ que
minimize w
sujeitoa > . q; =1
(Ag); <w parai=1,...,m
gj>0paraj=1,...,n.

LEstes sao programas lineares, e um € o dual do outro! J
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Forma padrao dos LPs

-

Programa primal:

minimize cx
sujeito a Az > b
x>0



Forma padrao dos LPs
b

rograma primal:

minimize cx
sujeito a Az > b
x>0

Programa dual:

maximize by

sujeitoa Al y < ¢
y >0



Primeiro LP em forma padrao

mogador 1 quer encontrar p que T

maximize v

sujeitoa > .p; =1
(pA); >vparaj=1,....,n
p; >0parar=1,...,m.

Forma padrao:

minimize —v" + 0~

1V

sujeitoa — ) . p; > —1
Z@'pz’ > 1
—v+—|—v_—|—ziaijpi20 paraj =1,....n

L v, p; >0 parai=1,...,m J
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Segundo LP em forma padrao

mogador 2 quer encontrar ¢ que T
minimize w
sujeitoa > . q; =1
(Ag); <w parai=1,...,m
¢ >0paraj=1,...,n.
Forma padrao:
maximize —w "' +w~
Zi g <1
—w+—|—w_—|—zjaijqj <0 parar=1,...,m

L w+,w_,qj20 paraj=1,....n J

sujeitoa — > . ¢ < —1



LPs em forma padrao

minimize —v" + v~
sujeitoa — ) . p; > —1
D ipi > 1
—vT +vT + > ap; >0 paraj=1,...,n
v, p; >0 parai=1,...,m

maximize —w" + w~
sujeitoa — > . ¢ < —1
> i1 <1
—w++fw_+zja7;jqj <0 parai=1,....,m
w+,w_,qj20 paraj=1,....n J
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-

Programa primal

minimize —v™ + v~

sujeitoa — > . p; > —1

Zipz' > 1

—v++v_+zz-a7;jpi20 paraj) =1,....n

v, p; >0 parai=1,...,m

c=(-1,1,0,...,0)

[ 0
0

—1

-

0
0
1

e

—1
1

a1l

A1n

b:(—l,l,o,...,())

_1\
1

Am1

Amn )
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Relacao entre os valores dos LPs

-
Vo= (qu')v = > (vg))

J

S: ( S: aijpi)%‘ = S: ( S: aiij)pi

J i

pri — (sz)w = w

VAN

VAN



Relacao entre os valores dos LPs

| -
vo= (Z%‘)U = ) (vg))

J

< S:(S:az‘jpz‘)%' = S:(;:az'j%)?z‘

7 ()

< Zsz’ = (Zpi)w = w

Para solucdes otimas, os valores v* e w™* sao iguais e

® seq; >0entao ) ,;a;p; = v

® sep; >0entao ), a;jq; = w”

Teoria dos Jogos — p. 7



Relacao entre os valores dos LPs

| -
vo= (Z%‘)U = ) (vg))

J

< S:(S:az'jpz‘)%‘ = S:(S:az'j%')m

J ()

< prz' = (sz-)w = w

Para solucdes otimas, os valores v* e w™* sao iguais e

® seq; >0entao ) ; aip; =v°
® sep; >0entao ) a;q; =w"

Toda estratégia no suporte de uma estrategia mista otima
Ltem 0 mesmo valor esperado (o valor 6timo). J
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Jogos com dolis jogadores

- N

Problema: Dada uma matriz A«
representando um jogo de dois jogadores de soma zero,
encontrar um equilibrio de Nash (de estratégias mistas).
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Jogos com dolis jogadores

- N

Problema: Dada uma matriz A«
representando um jogo de dois jogadores de soma zero,
encontrar um equilibrio de Nash (de estratégias mistas).

Conclusao:

Este problema pode ser resolvido em tempo polinomial
(usando programacao linear).
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Jogos com dolis jogadores

- N

Problema: Dada uma matriz A,,,«,
representando um jogo de dois jogadores de soma zero,
encontrar um equilibrio de Nash (de estratégias mistas).

Conclusao:

Este problema pode ser resolvido em tempo polinomial
(usando programacao linear).

E para jogos que nao sejam de soma zero?

o |
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Jogos com dolis jogadores

- N

Problema: Dada uma matriz A«
representando um jogo de dois jogadores de soma zero,
encontrar um equilibrio de Nash (de estratégias mistas).

Conclusao:

Este problema pode ser resolvido em tempo polinomial
(usando programacao linear).

E para jogos que nao sejam de soma zero?

Veremos mais adiante.

o |
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Estratégias mistas

o N

Uma estratégia mista para o jogador ¢
é uma distribuicao de probabilidades no conjunto S;.

Seja o um vetor de estratégias mistas.

Ou seja, para cada jogador 7,
o; € uma distribuicéo de probabilidades em S;.

Teoria dos Jogos — p. 9



Estratégias mistas

o N

Uma estratégia mista para o jogador ¢
é uma distribuicao de probabilidades no conjunto S;.

Seja o um vetor de estratégias mistas.

Ou seja, para cada jogador 7,
o; € uma distribuicéo de probabilidades em S;.

Qual é a utilidade esperada do jogador ¢ para ¢?

Teoria dos Jogos — p. 9



Estratégias mistas

-

Uma estratégia mista para o jogador ¢
é uma distribuicao de probabilidades no conjunto S;.

Seja o um vetor de estratégias mistas.

Ou seja, para cada jogador 7,
o; € uma distribuicéo de probabilidades em S;.

Qual é a utilidade esperada do jogador ¢ para ¢?

Ui(0) = E[ui(0)] = ) ui(s)Pro[s],
seS
onde Pr,[s| =[], o;(s;).
(Considera-se gue 0s jogadores sao independentes.) J

o
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Equilibrio de Nash
=

Jogador i esta satisfeito com o se
Elu;(0)] > Elu;(p,0—;)] para toda estratégia mista p
sobre S;.



Equilibrio de Nash
=

Jogador i esta satisfeito com o se
Ui(o) > U;(p,0—;) para toda estratégia mista p sobre S;.

-



Equilibrio de Nash
=

Jogador i esta satisfeito com o se
Ui(o) > U;(p,0—;) para toda estratégia mista p sobre S;.

o € um equilibrio de Nash (de estratégias mistas)
se todo jogador esta satisfeito com o.

Ou seja, em ¢, nenhum jogador tem incentivo para mudar
de estratégia (mista).
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Equilibrio de Nash
=

Jogador i esta satisfeito com o se
Ui(o) > U;(p,0—;) para toda estratégia mista p sobre S;.

o € um equilibrio de Nash (de estratégias mistas)
se todo jogador esta satisfeito com o.

Ou seja, em ¢, nenhum jogador tem incentivo para mudar
de estratégia (mista).

Teorema (Nash, 1951): Todo jogo com um numero finito de
jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um
equilibrio de Nash de estratégias mistas.

o |
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Teorema de Ponto Fixo de Brouwer

fTeorema de Ponto Fixo de Brouwer (1909): T

Toda funcéo continua f : D — D, onde D € um subconjunto
compacto e convexo do IR"™, tem um ponto fixo.
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Toda funcéo continua f : D — D, onde D € um subconjunto
compacto e convexo do IR"™, tem um ponto fixo.
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Teorema de Ponto Fixo de Brouwer

fTeorema de Ponto Fixo de Brouwer (1909): T

Toda funcéo continua f : D — D, onde D € um subconjunto
compacto e convexo do IR"™, tem um ponto fixo.

Ponto fixo: x em D tal que f(x) = =.
Conjunto compacto: fechado e limitado.

Conjunto convexo: se x e y € D, entao o segmento zy C D.

o |
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Teorema de Ponto Fixo de Brouwer

fTeorema de Ponto Fixo de Brouwer (1909): T

Toda funcéo continua f : D — D, onde D € um subconjunto
compacto e convexo do IR"™, tem um ponto fixo.

Ponto fixo: x em D tal que f(x) = =.
Conjunto compacto: fechado e limitado.
Conjunto convexo: se x e y € D, entao o segmento zy C D.

Comentarios na aula:

# Teorema do Ponto Fixo de Brouwer param =1e m = 2.

o |
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Teorema de Ponto Fixo de Brouwer

fTeorema de Ponto Fixo de Brouwer (1909): T

Toda funcéo continua f : D — D, onde D € um subconjunto
compacto e convexo do IR"™, tem um ponto fixo.

Ponto fixo: x em D tal que f(x) = =.
Conjunto compacto: fechado e limitado.
Conjunto convexo: se x e y € D, entao o segmento zy C D.

Comentarios na aula:
# Teorema do Ponto Fixo de Brouwer param =1e m = 2.

L #® Lema de Sperner e Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.J
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Teorema de Ponto Fixo de Brouwer

fTeorema de Ponto Fixo de Brouwer (1909): T
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Teorema de Ponto Fixo de Brouwer

fTeorema de Ponto Fixo de Brouwer (1909): T

Toda funcéo continua f : D — D, onde D € um subconjunto
compacto e convexo do IR"™, tem um ponto fixo.

Ponto fixo: x em D tal que f(x) = =.

Conjunto compacto: fechado e limitado.

Conjunto convexo: se x e y € D, entao o segmento zy C D.
Sejam; = |S;|em =) m;.

;. conjunto das estratégias mistas para i
(Ci={peR™ :p(s) >0VseS;e ) g p(s)=1} CR™)

o |

Teoria dos Jogos — p. 12



Teorema de Ponto Fixo de Brouwer

fTeorema de Ponto Fixo de Brouwer (1909): T

Toda funcéo continua f : D — D, onde D € um subconjunto
compacto e convexo do IR"™, tem um ponto fixo.

Ponto fixo: x em D tal que f(x) = =.

Conjunto compacto: fechado e limitado.

Conjunto convexo: se x e y € D, entao o segmento zy C D.
Sejam; = |S;|em =) m;.

;. conjunto das estratégias mistas para i

(Ci={peR™ :p(s) >0VseS;e ) g p(s)=1} CR™)

LO conjunto ¥ = ¥; x --- x 3, C IR é compacto e convexo. J
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Prova do Teorema de Nash

-

Teorema (Nash, 1951): Todo jogo com um numero finito de
jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um
equilibrio de Nash de estratégias mistas.

-
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Prova do Teorema de Nash

-

Teorema (Nash, 1951): Todo jogo com um numero finito deT
jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um
equilibrio de Nash de estratégias mistas.

Prova: Considere a funcéo f : ¥ — ¥ definida por f(o) = p,
onde p; = argmaxyes, {Ui(p}, 0-i) — |10} — o3l *}.
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Prova do Teorema de Nash

o N

Teorema (Nash, 1951): Todo jogo com um numero finito de
jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um
equilibrio de Nash de estratégias mistas.

Prova: Considere a funcéo f : ¥ — ¥ definida por f(o) = p,
onde p; = argmaxyes, {Ui(p}, 0-i) — |10} — o3l *}.

A fungao g;(p}) = U;(p.,0-;) — ||p} — 0:]|* € cOncava, logo
tem um unico maximo, e assim f esta bem-definida.

o |
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Prova do Teorema de Nash

o N

Teorema (Nash, 1951): Todo jogo com um numero finito de
jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um
equilibrio de Nash de estratégias mistas.

Prova: Considere a funcéo f : ¥ — ¥ definida por f(o) = p,
onde p; = argmaxyes, {Ui(p}, 0-i) — |10} — o3l *}.

A fungao g;(p}) = U;(p.,0-;) — ||p} — 0:]|* € cOncava, logo
tem um unico maximo, e assim f esta bem-definida.

De fato, ¢; : >; — IR € uma funcéao quadratica e concava:

gi(p) = uils) [ [ oi(si) pi(si) = D (pi(s) — ai(s))?.
\— seS e s€S; J
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Prova do Teorema de Nash

-

Teorema (Nash, 1951): Todo jogo com um numero finito de
jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um
equilibrio de Nash de estratégias mistas.

-

Prova: Considere a funcéo f : ¥ — ¥ definida por f(o) = p,
onde p; = argmaxyes, {Ui(p}, 0-i) — |10} — o3l *}.

Note ainda que a funcéao p; € continua em o.
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Prova do Teorema de Nash
-

Teorema (Nash, 1951): Todo jogo com um numero finito de
jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um
equilibrio de Nash de estratégias mistas.

-

Prova: Considere a funcéo f : ¥ — ¥ definida por f(o) = p,
onde p; = argmaxyes, {Ui(p}, 0-i) — |10} — o3l *}.

Note ainda que a funcéao p; € continua em o.

Entao, pelo Teorema de Brouwer, f tem um ponto fixo &.
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Prova do Teorema de Nash

-

Teorema (Nash, 1951): Todo jogo com um numero finito deT
jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um
equilibrio de Nash de estratégias mistas.

Prova: Considere a funcéo f : ¥ — ¥ definida por f(o) = p,
onde p; = argmaxyes, {Ui(p}, 0-i) — |10} — o3l *}.

Note ainda que a funcéao p; € continua em o.

Entao, pelo Teorema de Brouwer, f tem um ponto fixo &.

Vamos mostrar que ¢ € um equilibrio de Nash!

o |
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Prova do Teorema de Nash

fTeorema (Nash, 1951): Todo jogo com um numero finito dej
jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um
equilibrio de Nash de estratégias mistas.

Prova: Considere a funcéo f : ¥ — ¥ definida por f(o) = p,
onde p; = argmaxex, {Ui(p;, 0-i) — ||p; — oil|?}.

Pelo Teorema de Brouwer, f tem um ponto fixo &.
Suponha, por contradicao, que ¢ nao e equilibrio de Nash.
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Prova do Teorema de Nash

fTeorema (Nash, 1951): Todo jogo com um numero finito dej
jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um
equilibrio de Nash de estratégias mistas.

Prova: Considere a funcéo f : ¥ — ¥ definida por f(o) = p,
onde p; = argmaxyes {Ui(p}, 0-i) — |10} — oill*}.

Pelo Teorema de Brouwer, f tem um ponto fixo &.
Suponha, por contradicao, que ¢ nao e equilibrio de Nash.

Existe i e p. em 3; tq U;(p},6-;) = U;(6) + 6, para § > 0.

o |
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Prova do Teorema de Nash

fTeorema (Nash, 1951): Todo jogo com um numero finito dej
jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um
equilibrio de Nash de estratégias mistas.

Prova: Considere a funcéo f : ¥ — ¥ definida por f(o) = p,
onde p; = argmaxyes {Ui(p}, 0-i) — |10} — oill*}.

Pelo Teorema de Brouwer, f tem um ponto fixo &.
Suponha, por contradicao, que ¢ nao e equilibrio de Nash.

Existe i e p. em 3; tq U;(p},6-;) = U;(6) + 6, para § > 0.

Vamos escolher o € (0,1] tq p; = 6; + a(p) — 7;)
contraria o fato de f(o) = &.

o |
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Prova do Teorema de Nash

fTeorema (Nash, 1951): Todo jogo com um numero finito dej
jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um
equilibrio de Nash de estratégias mistas.

Prova: Considere a funcéo f : ¥ — ¥ definida por f(o) = p,
onde p; = argmaxex, {Ui(p;, 0-i) — ||p; — oil|?}.

Pelo Teorema de Brouwer, f tem um ponto fixo &.
Suponha, por contradicao, que ¢ nao e equilibrio de Nash.

Existe i e p. em 3; tq U;(p},6-;) = U;(6) + 6, para § > 0.

Vamos escolher o € (0,1] tq p; = 6; + a(p) — 7;)
contraria o fato de f(o) = &.

LNote que tal p; € X; pois € combinacéo convexa de 5; € p.. J
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Prova do Teorema de Nash

fConsidere f ¥ — ¥ definida por f(o) = p, T
onde p; = argmaxyes {Ui(p}, 0-i) — |10} — o3l *}.

Pelo Teorema de Brouwer, f tem um ponto fixo &.
Suponha, por contradicao, que ¢ nao e equilibrio de Nash.
Existe i e p. em X; tq U;(p},6-;) = U;(6) + 9, para § > 0.

Vamos escolher « tal que p; = 6; + a(p, — 7y)
contraria o fato de f(o5) = &.
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Prova do Teorema de Nash

fConsidere f ¥ — ¥ definida por f(o) = p, T
onde p; = argmaxyes {Ui(p}, 0-i) — |10} — o3l *}.

Pelo Teorema de Brouwer, f tem um ponto fixo &.
Suponha, por contradicao, que ¢ nao e equilibrio de Nash.
Existe i e p. em X; tq U;(p},6-;) = U;(6) + 9, para § > 0.
Vamos escolher « tal que p; = 6; + a(p, — 7y)

contraria o fato de f(o) = &.

Para o fixo, U;(p;, 0—;) € linear em p;, logo
Ui(pi — 0i,0-i) = Ui(pi,o-;) —Ui(0) = €

o |
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Prova do Teorema de Nash

fConsidere f 3 — ¥ definida por f(o) = p, T
onde p; = arg maxpfiezi{Ui(pr-,a_@) — |lp; — oil|?}.
Pelo Teorema de Brouwer, f tem um ponto fixo &.
Suponha, por contradicao, que ¢ nao e equilibrio de Nash.
Existe i e p. em X; tq U;(p},6-;) = U;(6) + 9, para § > 0.

Vamos escolher « tal que p; = 6; + a(p, — 7y)
contraria o fato de f(o5) = &.

Para o fixo, U;(p;, 0—;) € linear em p;, logo
Ui(pi — 0i,0-i) = Ui(pi,o-;) —Ui(0) = €

A

Ui(pi,o—i) = Ui(o; + alp] — 6i),6-)

\_ = Ui(0)+ aU(p; — 6i,6-) = Us(6) + ad J



Prova do Teorema de Nash

fConsidere a funcao f : ¥ — ¥ definida por f(o) = p, T
onde p; = argmaxex, {Ui(p}, 0-i) — ||p; — o4l [*}.

Se o ponto fixo 6 de f ndo € equilibrio de Nash, entéao
existe i e p. em X; tq U;(pl,0-;) = U;(o) + 6, para § > 0.

Seja p; = 0; + a(p, — ;) para algum a > 0.
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Prova do Teorema de Nash

fConsidere a funcao f : ¥ — ¥ definida por f(o) = p, T
onde p; = argmaxex, {Ui(p}, 0-i) — ||p; — o4l [*}.

Se o ponto fixo 6 de f ndo € equilibrio de Nash, entéao
existe i e p. em X; tq U;(pl,0-;) = U;(o) + 6, para § > 0.

Seja p; = 0; + a(p, — ;) para algum a > 0.
Conforme calculamos, U;(p;,c-;) = Ui(c) + ad.
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Prova do Teorema de Nash

fConsidere a funcao f : ¥ — ¥ definida por f(o) = p, T
onde p; = arg max, e, {Ui(pj, 0-i) — |0 — ail [}
Se o ponto fixo 6 de f ndo € equilibrio de Nash, entéao
existe i e p. em X; tq U;(pl,0-;) = U;(o) + 6, para § > 0.
Seja p; = 0; + a(p, — ;) para algum a > 0.
Conforme calculamos, U;(p;,c-;) = Ui(c) + ad.
Se a < §/||p; — ||%, entdo
Ui(pis0-i) = lpi = dill? = Ui(6) + ad — ||pi — ffin
= U;(6) +ad —o?||p)
> U;(0),
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Prova do Teorema de Nash

fConsidere a funcao f : ¥ — ¥ definida por f(o) = p, T
onde p; = argmaxex, {Ui(p}, 0-i) — ||p; — o4l [*}.
Se o ponto fixo 6 de f ndo € equilibrio de Nash, entéao
existe i e p. em X; tq U;(pl,0-;) = U;(o) + 6, para § > 0.
Seja p; = 0; + a(p, — ;) para algum a > 0.
Conforme calculamos, U;(p;,c-;) = Ui(c) + ad.
Se a < §/||p; — ||%, entdo
Ui(piyo-i) = lpi = aill? = Ui(o) +ad —|pi - cfin
= U;(6) +ad —o?||p)
> U;(0),

- contradi¢80 pois 5; n&o € arg max{U;(p:,5-:) — ||
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