L eilldoes combinatorios

-

n participantes m itens

ValoracOes: para cada ¢ € [n],
um valor v;(.S) para cada S C |m).

Alocacao: conjuntos 51,...,.5, de itens tq
SiNS; =0 para todo i # j.

Objetivo: encontrar alocacao gue
maximize o bem-estar social """, v;(.5;).

o |
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L eilldoes combinatorios

-

n participantes m itens

ValoracOes: para cada ¢ € [n],
um valor v;(.S) para cada S C |m).

Alocacao: conjuntos 51,...,.5, de itens tq
SiNS; =0 para todo i # j.

Objetivo: encontrar alocacao gue

maximize o bem-estar social """, v;(.5;).

Vamos descrever esse problema como um IP.

o
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Formulacao linear inteira

|7n participantes m itens T
Valoracoes: valor v;(S) paracada: € [n] e S C [m)].

Alocacao: conjuntos 51,...,.5, de itens tq
SiNS; =0 paratodo i # j.

Objetivo: maximizar o bem-estar social """, v;(S;).
Variaveis binarias: z; ¢ = 1 sse i recebe S.

MIP: encontrar x que

maximizem >, D 5Cim] Li,5vi(S5)
sujeitos @ > i_; > gcpmpjes Tis < 1 paracada j € [m]
D _5Cim] Ti,s <1 para cada : € [n]
L Tig € {O 1} paracada: e [n|ecadasS C [m].J

Teoria dos Jogos — p. 2



Formulacao linear inteira

-

Variaveis binarias: z; ¢ = 1 sse i recebe S.

MIP: encontrar x que
maximizem » 3\7; > g %4,50i ()
Sujeitos @ >,y > gcpujes Tis < 1 paracadaj € [m]
D 5Cim] Ti,s <1 para cada: € |n]
r;s €{0,1} paracada:c [n]ecadasS C m|.

# Primeira desigualdade garante que cada item vai
para no maximo um participante.

o |
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Formulacao linear inteira

o N

Variaveis binarias: z; ¢ = 1 sse i recebe S.

MIP: encontrar x que
maximizem » 3\7; > g %4,50i ()
SUjeitos @ D ;1 D scimjes Tis < 1 paracada j € [m]
D 5Cim] Ti,s <1 para cada i € [n]
r;s €{0,1} paracada:c [n]ecadasS C m|.

#» Primeira desigualdade garante que cada item val
para no maximo um participante.

#® Segunda desigualdade garante que cada participante
recebe no maximo um subconjunto.

o |
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Formulacao linear inteira

-

Variaveis binarias: z; ¢ = 1 sse i recebe S.

MIP: encontrar x que
maximizem 1", > g, 7i,50i ()
SUjeitos @ D ;1 D scimjes Tis < 1 paracadaj € [m]
D 5Cim] Ti,s <1 para cada: € |n]
r;s €{0,1} paracada:c [n]ecadasS C m|.

#» Primeira desigualdade garante que cada item vai para
No maximo um participante.

#» Segunda desigualdade garante que cada participante
recebe no maximo um subconjunto.

# Funcéao objetivo calcula o bem-estar social maximo.
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Relaxacao linear inteira

fReIaxamos a restricao de integralidade em z; g. T

LP: encontrar z que
maximizem > ", > ocr 2i,50i(S)
sujeitos @ > i_; > gcpmpjes Tis < 1 paracadaj € [m]
D _5Cim] Ti,s <1 para cada i € [n]
0<z;,9<1 paracada:ec n]ecadasS C m|.
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Relaxacao linear inteira

fReIaxamos a restricao de integralidade em z; g. T

LP: encontrar z que
maximizem > ", > ocr 2i,50i(S)
sujeitos @ > i_; > gcpmpjes Tis < 1 paracadaj € [m]
D _5Cim] Ti,s <1 para cada i € [n]
;g >0 paracada:c [n] ecada S C m|.
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Relaxacao linear inteira

fReIaxamos a restricao de integralidade em z; s. T

LP: encontrar z que
maximizem > ", > ocr 2i,50i(S)
sujeitos @ > i_; > gcpmpjes Tis < 1 paracadaj € [m]
D _5Cim] Ti,s <1 para cada i € [n]
;g >0 paracada:c [n] ecada S C m|.

Dual: encontrar « e p que
minimizem 317y w4+ > e P
sujeitos a u; +» ;.gp; > vi(S) paracadai € [n] e S C [m]
>0, p;>0 paracadaic[n]ejem].

o |
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Relaxacao linear inteira

fLP: encontrar x que T

maximizem > ", > ocr 2i,5i(S)

SUjeitos @ > ;1 D scimpjes Tis <1 paracadaj € [m]
D _5Cim] Ti,s <1 para cada i € |[n]
;s >0 paracada:c [n]ecadasS C |m|.

Dual: encontrar « e p que
minimizem » 317y w; + > e P
sujeitos a u; + ) .cgp; > vi(S) paracada s C [m]
u; >0, p; >0 paracadaiec [n]eje|m).

Os nomes u; € p; Sa0 propositais, pois,
guando ha solucao otima inteira,
estes valores tém exatamente estas interpretacoes. J
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Equilibrio Walrasiano

fDado precos pi, ..., p, para os itens,
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C [m| que maximize sua utilidade.
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Equilibrio Walrasiano

fDado precos pi, ..., p, para os itens,
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C [m| que maximize sua utilidade.

A utilidade de ¢ para S € u;(S) = vi(S) — )5 Ps-
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Equilibrio Walrasiano

fDado precos pi, ..., p, para os itens,
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C [m| que maximize sua utilidade.

A utilidade de ¢ para S € u;(S) = vi(S) — )5 Ps-
Ou seja, uma demanda € um conjunto S tal que

ui(S) = vi(S) =Y pj = wil(S) = Y vy

JjeS jes’

para qualquer S’ C [m)].

o |
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Equilibrio Walrasiano
- -

ado precos p1, ..., p, para os itens,
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C [m| que maximize sua utilidade.

A utilidade de ¢ para S € u;(S) = vi(S) — )5 Ps-
Ou seja, uma demanda € um conjunto S tal que

ui(S) = vi(S) =Y pj = wil(S) = Y vy

JjeS jes’

para qualquer S’ C [m)].

Equilibrio Walrasiano: precos em que todo participante
Lrecebe uma demanda e itens nao vendidos tém preco nqu.J
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Equilibrio Walrasiano

fDados precos pi, ..., p, para os itens,
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C [m| que maximize sua utilidade.

A utilidade de ¢ para S € u;(S) = vi(S) — )5 Ps-

Equilibrio Walrasiano: precos em que todo participante
recebe uma demanda e itens nao vendidos tém preco nulo.
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Equilibrio Walrasiano
- -

ados precos p1, ..., p, para os itens,
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C [m| que maximize sua utilidade.

A utilidade de ¢ para S € u;(S) = vi(S) — )5 Ps-

Equilibrio Walrasiano: precos em que todo participante
recebe uma demanda e itens nao vendidos tém preco nulo.

Primeiro Teorema do Bem-Estar Social: Se existe equilibrio
Walrasiano entao ele é economicamente eficiente.

o |

Teoria dos Jogos — p. 9



Equilibrio Walrasiano

fDados precos pi, ..., p, para os itens,
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C [m| que maximize sua utilidade.

A utilidade de ¢ para S € u;(S) = vi(S) — )5 Ps-

Equilibrio Walrasiano: precos em que todo participante
recebe uma demanda e itens nao vendidos tém preco nulo.

Primeiro Teorema do Bem-Estar Social: Se existe equilibrio
Walrasiano entao ele é economicamente eficiente.

LOu seja, ele € um otimo do LP! J
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Equilibrio Walrasiano

fDado precos pi, ..., p, para os itens, T
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C |m| que maximize sua utilidade

ui(S) = vi(S) = D5 Dy

Equilibrio Walrasiano: precos em que todo participante
recebe uma demanda e itens nao vendidos tém preco nulo.

Primeiro Teorema do Bem-Estar Social: Se existe equilibrio
Walrasiano entao ele é economicamente eficiente.

Segundo Teorema do Bem-Estar Social:
Se existe solucao inteira 6tima para o LP,
entao ela corresponde a um equilibrio Walrasiano.

o |
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Equilibrio Walrasiano

fDado precos pi, ..., p, para os itens, T
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C |m| que maximize sua utilidade

ui(S) = vi(S) = D5 Dy

Equilibrio Walrasiano: precos em que todo participante
recebe uma demanda e itens nao vendidos tém preco nulo.

Primeiro Teorema do Bem-Estar Social: Se existe equilibrio
Walrasiano entao ele é economicamente eficiente.

Segundo Teorema do Bem-Estar Social:
Se existe solucao inteira 6tima para o LP,
entao ela corresponde a um equilibrio Walrasiano.

Corolario: Um equilibrio Walrasiano existe
sse o0 LP tem solucao inteira.
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Relaxacao linear inteira

fLP: encontrar x que T

maximizem > ", > ocr 2i,5i(S)

SUjeitos @ > ;1 D scimpjes Tis <1 paracadaj € [m]
D _5Cim] Ti,s <1 para cada i € |[n]
;s >0 paracada:c [n]ecadasS C |m|.

Dual: encontrar « e p que
minimizem » 317y w; + > e P
sujeitos a u; + ) .cgp; > vi(S) paracada s C [m]
u; >0, p; >0 paracadaiec [n]eje|m).

Os nomes u; € p; Sa0 propositais, pois,
guando ha solucao otima inteira,
estes valores tém exatamente estas interpretacoes. J
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Equilibrio Walrasiano

fExempIo onde nao ha equilibrio Walrasiano:
Dois itens, « e b, e dois jogadores, Alice e Bob, com as

seguintes valoracoes

via) | v(b) | v(ab)
Alice | 2 2 2
Bob 0 0 3

-
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Equilibrio Walrasiano

fExempIo onde nao ha equilibrio Walrasiano:

Dois itens, « e b, e dois jogadores, Alice e Bob, com as
seguintes valoracoes

via) | v(b) | v(ab)
Alice | 2 2 2
Bob 0 0 3

O otimo é dar {«,b} para Bob e deixar Alice sem nada.
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Equilibrio Walrasiano

fExempIo onde nao ha equilibrio Walrasiano: T

Dois itens, « e b, e dois jogadores, Alice e Bob, com as
seguintes valoracoes

v(b) | v(ab)
Alice 2 2 2
Bob 0 0 3

O otimo é dar {«,b} para Bob e deixar Alice sem nada.

Mas o0 conjunto vazio s6 € uma demanda para Alice
se 0s precos de « e b forem pelo menos 2.

o |
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Equilibrio Walrasiano

Exemplo onde nao héa equilibrio Walrasiano:

Dois itens, « e b, e dois jogadores, Alice e Bob, com as
seguintes valoracoes

v(b) | v(ab)
Alice 2 2 2
Bob 0 0 3

O otimo é dar {«,b} para Bob e deixar Alice sem nada.

Mas o0 conjunto vazio s6 € uma demanda para Alice
se 0s precos de « e b forem pelo menos 2.

Neste caso porém o valor de {«, b} seria 4
Le {a,b} ndo seria uma demanda para Bob.

-
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Linguagens de apostas

- N

Atomos: ofertas (S, p) (como em objetivo (inico)
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Linguagens de apostas

- N

Atomos: ofertas (S, p) (como em objetivo (inico)

OR: valoragao (S1,p1) OR---OR (S, pi)

v(S): valor maximo das colec¢bes validas (disjuntas de S;’s)
(o valor da colecéo é a soma dos valores)
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Linguagens de apostas

- N

Atomos: ofertas (S, p) (como em objetivo (inico)

OR: valoragao (S1,p1) OR---OR (S, pi)

v(S): valor maximo das colec¢bes validas (disjuntas de S;’s)
(o valor da colecéo é a soma dos valores)

XOR: valoracéo (S1,p1) XOR - - XOR (S, pi)
v(S): max{p; : S; C S}

o |

Teoria dos Jogos — p. 13



Linguagens de apostas

- N

Atomos: ofertas (S, p) (como em objetivo (inico)

OR: valoragao (S1,p1) OR---OR (S, pi)

v(S): valor maximo das colec¢bes validas (disjuntas de S;’s)
(o valor da colecéo é a soma dos valores)

XOR: valoracéo (S1,p1) XOR - - XOR (S, pi)
v(S): max{p; : S; C S}

Qualquer valoracao pode ser escrita com 0 XOR.

o |
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Linguagens de apostas
- -

Atomos: ofertas (S, p) (como em objetivo (inico)

OR: valoragao (S1,p1) OR---OR (S, pi)

v(S): valor maximo das colec¢bes validas (disjuntas de S;’s)
(o valor da colecéo é a soma dos valores)

XOR: valoracéo (S1,p1) XOR - - XOR (S, pi)
v(S): max{p; : S; C S}

Qualquer valoracao pode ser escrita com 0 XOR.

OR representam
Lv(S UT)>v(S)+o(T) para S e T disjuntos
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Combinacoes de OR e XOR
=

Dadas valoracoes u e v, temos as seguintes valoracoes:
® (v XOR u)(S) := max{v(95),u(S)};
® (vORu)(S) =max{v(R)+u(T): R,TCS, RNT =0}.

-
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Combinacoes de OR e XOR
-

fDadas valoracoes u e v, temos as seguintes valoracoes:
® (v XOR u)(S) := max{v(95),u(S)};
® (vORu)(S) =max{v(R)+u(T): R,TCS, RNT =0}.

Podemos simular XOR usando OR:

Valoracéo (S1,p1) XOR - -- XOR (S, pi):
v(S) = max{p; : S; C S}
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Combinacoes de OR e XOR
-

fDadas valoracoes u e v, temos as seguintes valoracoes:
® (v XOR u)(S) := max{v(95),u(S)};
® (vORu)(S) =max{v(R)+u(T): R,TCS, RNT =0}.

Podemos simular XOR usando OR:

Valoracéo (S1,p1) XOR - -- XOR (S, pi):
v(S) = max{p; : S; C S}

Adicione um e a valoracao
(S§,p1) OR---OR (S,,px) com S! = S; U {z} imita a anterior.

o |

Teoria dos Jogos — p. 14



Combinacoes de OR e XOR

fDadas valoracoes u e v, temos as seguintes valoracoes: T
® (v XOR u)(S) := max{v(95),u(S)};
® (vORu)(S) =max{v(R)+u(T): R,TCS, RNT =0}.

Podemos simular XOR usando OR:

Valoracéo (S1,p1) XOR - -- XOR (S, pi):
v(S) = max{p; : S; C S}

Adicione um e a valoracao
(S§,p1) OR---OR (S,,px) com S! = S; U {z} imita a anterior.

Teorema: Valoracoes XOR/OR de tamanho s podem ser
representadas por valoracdes OR" de tamanho s usando

no Maximo s? itens artificiais.
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Consequéncias

-

Qualguer valoracdo XOR/OR pode ser escrita com OR*.

-



Consequéncias

-

Qualguer valoracdo XOR/OR pode ser escrita com OR*.

-

Qualgquer algoritmo de determinacao de vencedores
pode olhar uma valoracédo OR*
como uma valoracdo OR em mais itens.
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Consequéncias

-

Qualguer valoracdo XOR/OR pode ser escrita com OR*.
Qualgquer algoritmo de determinacao de vencedores
pode olhar uma valoracédo OR*

como uma valoracdo OR em mais itens.

E qualquer valoracao OR pode ser olhada como
uma
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Consequéncias

-

Qualguer valoracdo XOR/OR pode ser escrita com OR*.

Qualgquer algoritmo de determinacao de vencedores
pode olhar uma valoracédo OR*
como uma valoracdo OR em mais itens.

E qualquer valoracao OR pode ser olhada como
uma colecao de participantes de objetivo Unico.

Entao algoritmos projetados
para participantes com objetivo Unico podem ser aplicados
para participantes com valoracoes XOR/OR!

o |
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L eilldoes combinatorios

-

n participantes m itens

ValoracOes: para cada i € [n],
um valor v;(.S) para cada S C |m].

Alocacao: conjuntos 51,...,.5, de itens tq
SiNS; =0 paratodo i # j.

Objetivo: encontrar alocacao gue
maximize o bem-estar social > ; v;(.S;).

o |
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| elloes ascendentes

-

Subclasse dos chamados leildes iterativos.
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| elloes ascendentes

-

Subclasse dos chamados leildes iterativos.

Precos sO podem subir.
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L elldes ascendentes

-

Subclasse dos chamados leildes iterativos.

Precos sO podem subir.

ldela:

Leiloeiro comeca com 0s precos nulos (ou o minimo).
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L elldes ascendentes

o N

ubclasse dos chamados leildes iterativos.

Precos sO podem subir.

ldela:

Leiloeiro comeca com 0s precos nulos (ou o minimo).

Cada participante aposta em um dos seus conjuntos mais
desejados de itens, ou seja, em uma demanda.

o |
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L elldes ascendentes

o N

Subclasse dos chamados leildes iterativos.

Precos sO podem subir.

ldeia:
Leiloeiro comeca com 0s precos nulos (ou o minimo).

Cada participante aposta em um dos seus conjuntos mais
desejados de itens, ou seja, em uma demanda.

Leiloeiro aumenta alguns precos de algum modo,
até decidir por uma alocacéo.

. |
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| elloes ascendentes

-

Precos por itens
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| elloes ascendentes
b

Valoracao v satisfaz a propriedade dos substitutos
se, para todo par de precos dos itens ¢ > p,

recos por itens
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L elldes ascendentes

. N

recos por itens

Valoracao v satisfaz a propriedade dos substitutos
se, para todo par de precos dos itens ¢ > p,

a demanda com precos ¢ contem todos 0s itens da
demanda com preco p que mantiveram seus precos.
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L elldes ascendentes
b

Valoracao v satisfaz a propriedade dos substitutos
se, para todo par de precos dos itens ¢ > p,

a demanda com precos ¢ contem todos 0s itens da
demanda com preco p que mantiveram seus precos.

recos por itens

Formalmente: para todo A € argming{v(S) — > _.csPj}
existe D € argming{v(5) — ) _.c5¢;} tal que
D2 {jeA:pj=uqj}

o |
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L elldes ascendentes

. N

recos por itens

Valoracao v satisfaz a propriedade dos substitutos
se, para todo par de precos dos itens ¢ > p,

a demanda com precos ¢ contem todos 0s itens da
demanda com preco p que mantiveram seus precos.

Formalmente: para todo A € argming{v(S) — > _.csPj}
existe D € argming{v(5) — ) _.c5¢;} tal que
D2 {jeA:pj=uqj}

Apenas itens cujo preco subiu podem sair da demanda.

o |
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L elldes ascendentes

. N

recos por itens

Valoracao v satisfaz a propriedade dos substitutos
se, para todo par de precos dos itens ¢ > p,

a demanda com precos ¢ contem todos 0s itens da
demanda com preco p que mantiveram seus precos.

Formalmente: para todo A € argming{v(S) — > _.csPj}
existe D € argming{v(5) — ) _.c5¢;} tal que
D2 {jeA:pj=uqj}

Apenas itens cujo preco subiu podem sair da demanda.

LTodo item esta na demanda de algum participante. J
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Lellao de precos ascendentes de itens

|7 PREGCOSASCENDENTES (1M, M) T
1 paraj<« 1atée mfaga p; 0
para i < 1 até n faca S; < 0
para i < 1 até n faca
seja D, uma demanda de i para precos
pjparajeS;ep;t+ecparaj ¢S
se D; # 5; para algum ¢
entao para j € D; \ S; faga p;j < p; +e
SZ' — D;
para k < 1 até n faca
se k#qientao S; « Sp \ D;

WO

O O© 00~ O 01

devolva S5i,...,9,

o |
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Lellao de precos ascendentes de itens

|7 PREGCOSASCENDENTES (1M, M) T
1 paraj<« 1atée mfaga p; 0
para i < 1 até n faca S; < 0
para i < 1 até n faca
seja D, uma demanda de i para precos
pjparajeS;ep;t+ecparaj ¢S
se D; # 5; para algum ¢
entao para j € D; \ S; faga p;j < p; +e
SZ' — D;
para k < 1 até n faca
se k #dientao S, < Si \ D;
devolva S5i,...,9,

WO

O O© 00~ O 01

1

Termina quando nenhum item gue esta tentativamente
Lcom um participante esta na demanda de outro. J
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Lellao de precos ascendentes de itens

|7 PRECOSASCENDENTES (M, n) T
1 paraj<« 1atée mfaga p; 0
para i < 1 até n faca S; < 0
para i < 1 até n faca
seja D, uma demanda de i para precos
pjparajeS;ep;t+ecparaj ¢S
se D; # 5; para algum ¢
entao para j € D; \ S; faga p;j < p; +e
SZ' — D;
para k < 1 até n faca
se k#qientao S; « Sp \ D;

WO

O O© 00~ O 01

1 devolva Si,....9,

Termina proximo a um equilibrio Walrasiano.

o |
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Equilibrio e-Walrasiano

fAlocac;éio S1,...,5, € precos pi,...,pm
sao equilibrio e-Walrasiano se

9 U@'Sig{j:pj>0}e

# S, para cada i € uma demanda de i para
OS precos p; paraj € S; € p; +eparaj € 5;.
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Equilibrio e-Walrasiano

fAlocac;éio S1,...,5, € precos pi,...,pm T
sao equilibrio e-Walrasiano se
9 UiSiQ{j:pj>O}e

# S, para cada i € uma demanda de i para
OS precos p; paraj € S; € p; +eparaj € 5;.

Teorema: Para participantes com valoracao de substitutos,
0 algoritmo PrREcosAsceNDENTES produz um equilibrio
e-Walrasiano. Assim a alocacao produzida atinge um
bem-estar social a ne do bem-estar social 6timo.

o |
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Equilibrio e-Walrasiano

fAlocac;éio S1,...,5, € precos pi,...,pm T
sao equilibrio e-Walrasiano se
9 UiSiQ{j:pj>O}e

# S, para cada i € uma demanda de i para
OS precos p; paraj € S; € p; +eparaj € 5;.

Teorema: Para participantes com valoracao de substitutos,
0 algoritmo PrREcosAsceNDENTES produz um equilibrio
e-Walrasiano. Assim a alocacao produzida atinge um
bem-estar social a ne do bem-estar social 6timo.

Afirmacao:
LPara todo participante ¢, durante todo o algoritmo, S; C D,. J
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Equilibrio e-Walrasiano

fAlocac;éio S1,...,5, € precos pi,...,pm T
sao equilibrio e-Walrasiano se
9 UiSiQ{j:pj>O}e

# S, para cada i € uma demanda de i para
OS precos p; paraj € S; € p; +eparaj € 5;.

Teorema: Para participantes com valoracao de substitutos,
0 algoritmo PrREcosAsceNDENTES produz um equilibrio
e-Walrasiano. Assim a alocacao produzida atinge um
bem-estar social a ne do bem-estar social 6timo.

Infelizmente, nao € a prova de estratégia.

o |
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Exemplo

-

com as seguintes valoracoes

Considere dois itens, « e b, e dois jogadores, Alice e Bob,

v(b) | v(ab)
Alice | 4 4 4
Bob 5 5 5

-

Teoria dos Jogos — p. 21



Exemplo

-

Considere dois itens, « e b, e dois jogadores, Alice e Bob,
com as seguintes valoracoes

-

v(b) | v(ab)
Alice | 4 4 4
Bob 5 5 5

Para estas valoracoes, o leilao do algoritmo termina no
equilibrio Walrasiano, com precos p, = p, = 4, € Bob
recebendo os dois itens, com utilidade 2.

o |
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Exemplo

fC

com as seguintes valoracoes

onsidere dois itens, « e b, e dois jogadores, Alice e Bob,

v(b) | v(ab)
Alice | 4 4 4
Bob 5 5 5

Para estas valoracoes, o leilao do algoritmo termina no
=p, =4, € Bob

equilibrio Walrasiano, com precos
recebendo os dois itens, com utilidade 2.

-

Se Bob declarasse sua valoracao apenas por «, entao o
algoritmo deixaria « com Bob e b com Alice, os dois pelo

Lprec;o nulo.

|
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