Jogo de conexao global

-

Seja G = (V, F) um digrafo com custo ¢, para cada e em FE.

-



Jogo de conexao global

-

Seja G = (V, F) um digrafo com custo ¢, para cada e em FE.

-

k jogadores, cada um com um par de vértices (s;, t;).



Jogo de conexao global

-

Seja G = (V, F) um digrafo com custo ¢, para cada e em FE.

-

k jogadores, cada um com um par de vértices (s;, t;).

Estrategia do jogador i: caminho de s; at; em G.

Teoria dos Jogos —p. 1



Jogo de conexao global

o N

Seja G = (V, F) um digrafo com custo ¢, para cada e em FE.
k jogadores, cada um com um par de vértices (s;, t;).

Estrategia do jogador i: caminho de s; at; em G.

custo para i do vetor de estrategias S = (P, ..., P):
custo; (S) = %,
ecP;, ©

onde k. € o numero de caminhos em S gque usam e.

o |

Teoria dos Jogos —p. 1



Jogo de conexao global

-

Seja G = (V, F) um digrafo com custo ¢, para cada e em FE.

-

k jogadores, cada um com um par de vértices (s;, t;).

Estrategia do jogador i: caminho de s; at; em G.

custo para i do vetor de estrategias S = (P, ..., P):
custo; (S) = %,
ecP;, ©

onde k. € o numero de caminhos em S gque usam e.

Custo social cs(S): soma do custo das arestas em U; ;.
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Seja G = (V, F) um digrafo com custo ¢, para cada e em FE,
e pares de vértices (s;,t;), parai=1,..., k.
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Problema: Encontrar um subgrafo de GG de custo minimo
gue contém um caminho de s; at;, parai =1,..., k.
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Problema de Steiner Generalizado
=

Seja G = (V, F) um digrafo com custo ¢, para cada e em FE,
e pares de vértices (s;,t;), parai=1,..., k.

-

Problema: Encontrar um subgrafo de GG de custo minimo
gue contém um caminho de s; at;, parai =1,..., k.

Esse problema é NP-dificil, mas
é com ele que vamos comparar o custo dos equilibrios.
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Problema de Steiner Generalizado

o N

Seja G = (V, F) um digrafo com custo ¢, para cada e em FE,
e pares de vértices (s;,t;), parai=1,..., k.

Problema: Encontrar um subgrafo de GG de custo minimo
gue contém um caminho de s; at;, parai =1,..., k.
Esse problema é NP-dificil, mas

é com ele que vamos comparar o custo dos equilibrios.

Ou seja, 0 custo social otimo do jogo é o custo da solucao
do correspondente problema de Steiner generalizado.
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Exemplo

-

k jogadores, todos com 0 mesmo s e t.

S

t

Otimo: todos pela aresta de custo 1.
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Exemplo

-

k jogadores, todos com 0 mesmo s e t.

S

A

o
L

Otimo: todos pela aresta de custo 1.
Isso é um equilibrio:
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k jogadores, todos com 0 mesmo s e t.

S

A

o
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Otimo: todos pela aresta de custo 1.
Isso é um equilibrio:

Outro equilibrio: todos pela aresta de custo ...

o
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Exemplo
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k jogadores, todos com 0 mesmo s e t.

S
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L

Otimo: todos pela aresta de custo 1.
Isso é um equilibrio:

Outro equilibrio: todos pela aresta de custo ...
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Exemplo

fk jogadores, todos com 0 mesmo ¢. T
t

51 1+ €

Otimo: todos por s, a um custo total de 1 + e.
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fk jogadores, todos com 0 mesmo ¢. T
t

51 1+ €

Otimo: todos por s, a um custo total de 1 + e.
Mas isso nao é um equilibrio: k esta insatisfeito.
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Exemplo

fk jogadores, todos com 0 mesmo ¢.
t

51 1+ €

Otimo: todos por s, a um custo total de 1 + e.

Mas isso nao é um equilibrio: k esta insatisfeito.

Unico equilibrio: todos diretamente para t...

o
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Exemplo

fk jogadores, todos com 0 mesmo ¢.
t

51 1+ €

Otimo: todos por s, a um custo total de 1 + e.
Mas isso nao é um equilibrio: k esta insatisfeito.

Unico equilibrio: todos diretamente para t...

i=1 74

s = S % 1 — H, eportanto PoE = PoA = Hj.
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Nesta aula

-

Teorema: Qualquer instancia do jogo de conexao global
tem um equilibrio puro.

-
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Nesta aula

-

Teorema: Qualquer instancia do jogo de conexao global
tem um equilibrio puro.

Teorema: O preco da estabilidade do jogo de conexao
global com & jogadores € no maximo H;..

A prova destes resultados usa funcao potencial.
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Nesta aula

-

Teorema: Qualquer instancia do jogo de conexao global
tem um equilibrio puro.

-

Teorema: O preco da estabilidade do jogo de conexao
global com & jogadores € no maximo H;..

A prova destes resultados usa funcao potencial.

A prova € mais geral, para jogos de potencial.
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Funcao Potencial

-

Seja G = (V, F) um digrafo com custo ¢, para cada e em FE,
e 0s pares de vértices (s;,t;) dos jogadores i =1,..., k.

-
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Para cada aresta e, defina ¢.(S) = c. Hy...

Seja y(5) = 2., vPelS).
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Funcao Potencial

-

Seja G = (V, F) um digrafo com custo ¢, para cada e em FE,
e 0s pares de vértices (s;,t;) dos jogadores i =1,..., k.

-

Seja S = (F,..., P.) um vetor de estratéegias.

Seja k. 0 nUmero de caminhos em S que usam e.

Para cada aresta e, defina ¢.(S) = c. Hy...

Seja y(5) = 2., vPelS).

Lema: custo(S) < ¢(5) < Hjcusto(S).
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Funcao Potencial

-

Seja G = (V, F) um digrafo com custo ¢, para cada e em FE,
e 0s pares de vértices (s;,t;) dos jogadores i =1,..., k.

-

Seja S = (F,..., P.) um vetor de estratéegias.

Seja k. 0 nUmero de caminhos em S que usam e.

Para cada aresta e, defina ¢.(S) = c. Hy...
Seja (5) = Ze Ye(5).
Lema: custo(S) < ¢(5) < Hjcusto(S).

LProva: Para cada e em S, ¢.(S) > ce € Y(S5) < ¢ Hy.. J
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Funcao Potencial Exata

-

Para cada aresta e, defina ¢.(S) = c. Hy..

Seja (5) = Ze Ye(S).

Lema: custo(S) < ¢(5) < Hgcusto(S).

Lema: Seja I/ # P, um caminho alternativo para i e seja
= (5_;, ). Entao ¢ (95) — ¥(5") = custo;(S) — custo;(5).

Uma funcéo potencial com tal propriedade é dita exata.
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Funcao Potencial Exata

-

Para cada aresta e, defina ¢.(S) = c. Hy..

Seja (5) = Ze Ye(S).

Lema: custo(S) < ¢(5) < Hgcusto(S).

Lema: Seja I’/ # F; um caminho alternativo para i e seja
St=(S_;, P!). Entdo ¢(5) — (5") = custo;(S) — custo;(5").

Uma funcéo potencial com tal propriedade é dita exata.
Ou similarmente tq (S) — ¥(S") = u;(S") — ui(S).
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Funcao Potencial Exata

-

Lema: Seja I/ # P, um caminho alternativo para i e seja
= (5_;, ). Entao ¢ (95) — ¥(5") = custo;(S) — custo;(5).
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Funcao Potencial Exata

-

Lema: Seja I/ # P, um caminho alternativo para i e seja
= (5_;, ). Entao ¢ (95) — ¥(5") = custo;(S) — custo;(5).

-

Prova:
Se e estd em ambos F; e 77 ou em nenhum, ¥, (.S) = (5").

Seecec P\ P, 1e(5) =1e(5) — %, e ; deixou de pagar 7=.
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Funcao Potencial Exata

. N

Lema: Seja I/ # P, um caminho alternativo para i e seja
= (5_;, ). Entao ¢ (95) — ¥(5") = custo;(S) — custo;(5).

Prova:
Se e estd em ambos F; e 77 ou em nenhum, ¥, (.S) = (5").

Seecec P\ P, 1e(5) =1e(5) — %, e ; deixou de pagar 7=.

Ce , c. :
Seeec P\ P, ¥e(5) =1e(S) + = e i paga ;=5 a mais.
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Funcao Potencial Exata

. N

Lema: Seja I/ # P, um caminho alternativo para i e seja
= (5_;, ). Entao ¢ (95) — ¥(5") = custo;(S) — custo;(5).

Prova:
Se e estd em ambos F; e 77 ou em nenhum, ¥, (.S) = (5").

Seecec P\ P, 1e(5) =1e(5) — %, e ; deixou de pagar 7=.

Ce , c. :
Seeec P\ P, ¥e(5) =1e(S) + = e i paga ;=5 a mais.

Assim sendo ¢(S) — ¥ (5") = custo;(S) — custo;(5).

o |
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Jogos de Potencial

-

Jogo de potencial: jogo que admite uma funcao potencial.

-

Lema anterior: jogos de conexao global sdo de potencial.
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Jogos de Potencial
B -

Jogo de potencial: jogo que admite uma funcao potencial.
Lema anterior: jogos de conexao global sdo de potencial.

Jogos de congestionamento:

Dados n, um conjunto £ de recursos, uma funcao
ce :{1,...,n} — Z7*, cada um dos n jogadores tem como
estratégias subconjuntos de E.
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Jogos de Potencial

- N

Jogo de potencial: jogo que admite uma funcao potencial.
Lema anterior: sao de potencial.

Jogos de congestionamento:

Dados n, um conjunto £ de recursos, uma funcao
ce :{1,...,n} — Z7*, cada um dos n jogadores tem como
estratégias subconjuntos de E.

O custo de 7 dado o vetor de estratégias S = (51,...,5,) é

Z ce(Le(S)),

ec.S;

Londe (.(S) € 0 numero de conjuntos de S contendo e. J
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-

Jogo de potencial: jogo que admite uma funcao potencial.

-

Todo jogo de potencial finito tem um equilibrio puro:
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Jogos de Potencial

-

Jogo de potencial: jogo que admite uma funcao potencial.

-

Todo jogo de potencial finito tem um equilibrio puro:

Seja S tal que ¢ (.S) € minimo.
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Jogos de Potencial

-

Jogo de potencial: jogo que admite uma funcao potencial.

-

Todo jogo de potencial finito tem um equilibrio puro:
Seja S tal que (S) € minimo.

S € um equilibrio pois,
Y (9) <(S") paratodo S = (S_;, 5)).
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Jogos de Potencial
=

Jogo de potencial: jogo que admite uma funcao potencial.

-

Todo jogo de potencial finito tem um equilibrio puro:
Seja S tal que (S) € minimo.

S € um equilibrio pois,
Y (9) <(S") paratodo S = (S_;, 5)).

Logo, u;(5") < wu;(S) paratodo S" = (S_;, S)).

o |
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Jogos de Potencial

- N

Jogo de potencial: jogo que admite uma funcao potencial.

Dados n, conjunto E, funcoes ¢, para cadaeem FE, e
vetor de estrategias S = (S1,...,S5,), 0 custo de i para S é
> ecs, Ce(le(S)), onde £.(S) € o numero de conjuntos de S

contendo e.
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Jogos de Potencial

fJogo de potencial: jogo que admite uma funcao potencial. T

Dados n, conjunto E, funcoes ¢, para cadaeem FE, e
vetor de estrategias S = (S1,...,S5,), 0 custo de i para S é
> ecs, Ce(le(S)), onde £.(S) € o numero de conjuntos de S

contendo e.

Rosenthal (1973) provou que
todo € um jogo de potencial.
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Jogos de Potencial

- N

Jogo de potencial: jogo que admite uma funcao potencial.

Dados n, conjunto E, funcoes ¢, para cadaeem FE, e

vetor de estrategias S = (S1,...,S5,), 0 custo de i para S é
> ecs, Ce(le(S)), onde £.(S) € o numero de conjuntos de S
contendo e.

Rosenthal (1973) provou que
todo € um jogo de potencial.

Monderer e Shapley (1996) provaram o inverso:

para todo jogo de potencial, ha um
L com a mesma funcao potencial. J
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Preco da Establlidade
-

Teorema: Se, para um jogo de potencial com potencial ),
existem numeros A e B tais que

-

custo(S)
A

< (5) < Bcusto(5).

para todo vetor de estratégias S, entdo PoE < AB.
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Preco da Establlidade
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Teorema: Se, para um jogo de potencial com potencial ),
existem numeros A e B tais que

-

custo(S)
A

< (5) < Bcusto(5).
para todo vetor de estratégias S, entdo PoE < AB.

Prova: Seja S tg (.S) € minimo e S* com custo minimo.
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Preco da Establlidade
-

Teorema: Se, para um jogo de potencial com potencial ),
existem numeros A e B tais que

-

custo(S)
A

< (5) < Bcusto(5).
para todo vetor de estratégias S, entdo PoE < AB.

Prova: Seja S tg (.S) € minimo e S* com custo minimo.
Por hipotese,

custo(.9)
A

o |
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Preco da Establlidade
-

Teorema: Se, para um jogo de potencial com potencial ),
existem numeros A e B tais que

-

custo(S)
A

< (5) < Bcusto(5).
para todo vetor de estratégias S, entdo PoE < AB.

Prova: Seja S tg (.S) € minimo e S* com custo minimo.
Por hipotese,

custo(.9)
A

< Y(S) < Y(9") < Beceusto(ST).

LLOQO custo(S) < AB custo(S™). J
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Preco da Establlidade
-

Teorema: Se, para um jogo de potencial com potencial ),
existem numeros A e B tais que

-

custo(S)
A

< (5) < Bcusto(5).

para todo vetor de estratégias S, entdo PoE < AB.
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Preco da Establlidade
-

Teorema: Se, para um jogo de potencial com potencial ),
existem numeros A e B tais que

-

custo(S)
A

< (5) < Bcusto(5).

para todo vetor de estratégias S, entdo PoE < AB.

Para com k jogadores, vale

Lema: custo(S) < ¢(5) < Hjcusto(S).
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Preco da Establlidade
-

Teorema: Se, para um jogo de potencial com potencial ),
existem numeros A e B tais que

-

custo(S)
A

< (5) < Bcusto(5).

para todo vetor de estratégias S, entdo PoE < AB.

Para com k jogadores, vale
Lema: custo(S) < ¢(5) < Hjcusto(S).

Portanto, PoE < H;.

o |

Teoria dos Jogos — p. 13



Tempo de convergéncia

fPoll’tica de melhor resposta converge para um equilibrio. T
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Mas quanto tempo leva?

E possivel calcular S tq ¢(S) € minimo eficientemente?
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Tempo de convergéncia

fPoll'tica de melhor resposta converge para um equilibrio. T
Mas quanto tempo leva?

E possivel calcular S tq ¢(S) € minimo eficientemente?

Problemas de otimizacao local (PLS)
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Tempo de convergéncia

fPoll'tica de melhor resposta converge para um equilibrio. T
Mas quanto tempo leva?

E possivel calcular S tq ¢(S) € minimo eficientemente?
Problemas de otimizacao local (PLS)

Exemplo: Dada uma férmula booleana SAT, com peso nas
clausulas, encontrar uma atribuicao local 6tima.
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Tempo de convergéncia

fPoll’tica de melhor resposta converge para um equilibrio. T

Mas quanto tempo leva?

E possivel calcular S tq ¢(S) € minimo eficientemente?

Problemas de otimizacao local (PLS)

Exemplo: Dada uma férmula booleana SAT, com peso nas
clausulas, encontrar uma atribuicao local 6tima.

Custo de uma atribuicao: peso das clausulas insatisfeitas.

Atribuicao 6tima local: Mudar o valor de uma unica variavel
nao aumenta o peso das clausulas satisfeitas.
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Tempo de convergéncia

fPoll’tica de melhor resposta converge para um equilibrio. T

Mas quanto tempo leva?

E possivel calcular S tq ¢(S) € minimo eficientemente?

Problemas de otimizacao local (PLS)

Exemplo: Dada uma férmula booleana SAT, com peso nas
clausulas, encontrar uma atribuicao local 6tima.

Custo de uma atribuicao: peso das clausulas insatisfeitas.

Atribuicao 6tima local: Mudar o valor de uma unica variavel
nao aumenta o peso das clausulas satisfeitas.

~ Esse é PLS-completo. o
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Complexidade computacional

fProbIemas de otimizacao local (PLS) T

Dada uma formula booleana SAT, com peso nas clausulas,
encontrar uma atribuicao local otima.
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Complexidade computacional
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Dada uma formula booleana SAT, com peso nas clausulas,
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Complexidade computacional

fProbIemas de otimizacao local (PLS) T

Dada uma formula booleana SAT, com peso nas clausulas,
encontrar uma atribuicao local otima.

Jogos de congestionamento estao em PLS.

Reducao do SAT:.

Instancia: k variaveis x1, ..., xx
n clausulas C1, ..., C, com pesos wi, ..., w,.
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Complexidade computacional

fProbIemas de otimizacao local (PLS) T

Dada uma formula booleana SAT, com peso nas clausulas,
encontrar uma atribuicao local otima.

Jogos de congestionamento estao em PLS.

Reducao do SAT:.

Instancia: k variaveis x1, ..., xx
n clausulas C1, ..., C, com pesos wi, ..., w,.

Jogo de congestionamento: k£ jogadores

Estrategias para i:
conjunto de clausulas satisfeitas por x; «+ VERDADE ouU
Lconjunto de clausulas satisfeitas por z; « FALSO. J
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Reducao do SAT

Dada uma formula booleana SAT, com peso nas clausulas,
encontrar uma atribuicao local otima.

Instancia: k variaveis x1, ...,z
n clausulas C1, ..., C, com pesos wi, ..., wy,.

Jogo de congestionamento: k jogadores

Estratégias para i:
conjunto de clausulas satisfeitas por x; «+ VERDADE ouU
conjunto de clausulas satisfeitas por x; < FALSO.

Seja A uma atribuicao (vetor de estrategias).
Seja k; o numero de literais falsos por A em C}.
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Reducao do SAT

Dada uma formula booleana SAT, com peso nas clausulas,
encontrar uma atribuicao local otima.

Instancia: k variaveis x1, ...,z
n clausulas C1, ..., C, com pesos wi, ..., wy,.

Jogo de congestionamento: k jogadores

Estratégias para i:
conjunto de clausulas satisfeitas por x; «+ VERDADE ouU
conjunto de clausulas satisfeitas por x; < FALSO.

Seja A uma atribuicao (vetor de estrategias).
Seja k; o numero de literais falsos por A em C}.

0 sek; <|Cj

eA —
L el wj se k;j = |Cj] o
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Regras de divisOes de custo

-

De volta ao jogo de conexao global:

-
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Regras de divisOes de custo
b

Consideramos a divisao uniforme do custo da aresta.

-

e volta ao jogo de conexao global:
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Regras de divisOes de custo

- N

Consideramos a divisao uniforme do custo da aresta.

e volta ao jogo de conexao global:

Existem regras mais ?
Com PoE melhor?

Para as quais seja facil determinar equilibrio?
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Regras de divisOes de custo

- N

Consideramos a divisao uniforme do custo da aresta.

e volta ao jogo de conexao global:

Existem regras mais razoaveis?
Com PoE melhor?

Para as quais seja facil determinar equilibrio?

Projeto de mecanismos

o |
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Regras de divisoes de custo

fVetor de estratégias S = (51, .. ., Sn) T
J.:={i:e € S;} (Jogadores que usam e)
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Regras de divisOes de custo

fVetor de estratégias S = (51, ..., 5n) T
J.:={i:e € S;} (Jogadores que usam e)

CondicoOes sobre as regras
® justa: custo.(i,S5) =0se i € J..
# Dpalanceada com orcamento: ) . custoe(%,.5) = ce.

Teoria dos Jogos — p. 19



Regras de divisOes de custo

fVetor de estratégias S = (S1,...,.5,) T

J.:={i:e € S;} (Jogadores que usam e)

CondicoOes sobre as regras
® justa: custo.(i,S5) =0se i € J..
# Dpalanceada com orcamento: ) . custoe(%,.5) = ce.

Esqguema de divisao distraido (oblivious):

custoe (7, .5) depende apenas de c. e J..

o |

Teoria dos Jogos — p. 19



Regras de divisOes de custo

fVetor de estratégias S = (51, ..., 5n) T
J.:={i:e € S;} (Jogadores que usam e)

CondicoOes sobre as regras
® justa: custo.(i,S5) =0se i € J..
# Dpalanceada com orcamento: ) . custoe(%,.5) = ce.

Esqguema de divisao distraido (oblivious):
custoe (7, .5) depende apenas de c. e J..

Teorema: Existe esqguema de divisdo n&o oblivio em que
0 jogo de conexao global com ¢; = ¢ para todo ¢
Ltem preco da anarguia € no maximo 2. J

Teoria dos Jogos — p. 19



Regras de divisOes de custo

fVetor de estratégias S = (51, ..., 5n) T
J.:={i:e € S;} (Jogadores que usam e)

CondicoOes sobre as regras
® justa: custo.(i,S5) =0se i € J..
# Dpalanceada com orcamento: ) . custoe(%,.5) = ce.

Esqguema de divisao distraido (oblivious):
custoe (7, .5) depende apenas de c. e J..

Teorema: Existe esqguema de divisdo n&o oblivio em que
0 jogo de conexao global com ¢; = ¢ para todo ¢
Ltem preco da anarguia € no maximo 2. J

Teoria dos Jogos — p. 19



	Jogo de conexão global
	Jogo de conexão global
	Jogo de conexão global
	Jogo de conexão global
	Jogo de conexão global

	Problema de Steiner Generalizado
	Problema de Steiner Generalizado
	Problema de Steiner Generalizado
	Problema de Steiner Generalizado

	Exemplo
	Exemplo
	Exemplo
	Exemplo
	Exemplo

	Exemplo
	Exemplo
	Exemplo
	Exemplo
	Exemplo

	Nesta aula
	Nesta aula
	Nesta aula
	Nesta aula

	Função Potencial
	Função Potencial
	Função Potencial
	Função Potencial
	Função Potencial
	Função Potencial

	Função Potencial Exata
	Função Potencial Exata
	Função Potencial Exata
	Função Potencial Exata

	Função Potencial Exata
	Função Potencial Exata
	Função Potencial Exata
	Função Potencial Exata
	Função Potencial Exata

	Jogos de Potencial
	Jogos de Potencial
	Jogos de Potencial
	Jogos de Potencial

	Jogos de Potencial
	Jogos de Potencial
	Jogos de Potencial
	Jogos de Potencial
	Jogos de Potencial

	Jogos de Potencial
	Jogos de Potencial
	Jogos de Potencial

	Preço da Estabilidade
	Preço da Estabilidade
	Preço da Estabilidade
	Preço da Estabilidade

	Preço da Estabilidade
	Preço da Estabilidade
	Preço da Estabilidade

	Tempo de convergência
	Tempo de convergência
	Tempo de convergência
	Tempo de convergência
	Tempo de convergência
	Tempo de convergência
	Tempo de convergência

	Complexidade computacional
	Complexidade computacional
	Complexidade computacional
	Complexidade computacional

	Redução do SAT
	Redução do SAT

	Redução do SAT
	Redução do SAT

	Regras de divisões de custo
	Regras de divisões de custo
	Regras de divisões de custo
	Regras de divisões de custo

	Regras de divisões de custo
	Regras de divisões de custo
	Regras de divisões de custo
	Regras de divisões de custo
	Regras de divisões de custo


