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Introducao

» Design de mecanismos visto no curso focou no design de
mecanismos para fungdes de escolha social,
especialmente para a maximizagao do bem-estar social.

» Agora, no entanto, teremos outro objetivo, a maximizacao
do lucro.

» Em economia, esse problema é chamado de design de
mecanismos 6timos.
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Maximizacao do lucro em Leiloes

Leildes com agentes de parametro Unico:

>

>

>

v

v

v

n agentes com um objetivo Unico.

Cada agente tem valoragao v; pelo bem/servigo desejado.
Mecanismo recebe lances b = (by, b, ..., by) e produz
resultado x = (xy,X2,...,Xn) € pregos p = (p1,P2,---,Pn)-
X; = 1 se agente i é atendido e x; = 0 caso contratrio
Utilidade dos agentes € u; = v; * x; — p;.

Em geral, o custo de produzir um resultado € c(x)

Lucro do leiloeiro é: ¥ pi — c(x).
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Maximizacao de lucro em Leiloes

O leilao é individualmente racional, x; =1 - p; < v;.
E ndo ha transferéncias positivas, x; =0 — p; = 0.

Estudaremos o problema de encontrar mecanismos, ou seja,
fungdes: b — (x, p), que maximizem o lucro do leiloeiro e
sejam a prova de estratégia para os agentes.



Maximizagao de Lucros Design de Mecanismos Otimos Bayesianos Aproximagdes do Design Otimo Bayesiano sem Prior

Alguns dos leildes ja estudados sao leildes com agentes de
parametro Unico:

» Leildes de um unico item. Fazendo c(x) =0se ||x|l; <1 e
c(x) = o se ||x||1 > 2. Vimos que nesse caso leildes de
segundo prego sao a prova de estratégia e maximizam o
bem-estar social.

» Leildes Combinatdrios com agentes de objetivo Unico.
Cada agente tem valor v; pelo conjunto S;. Fazendo
c(x)=0seVij,5nS;+@ - xx;=0e c(x) = co caso
contrario.
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Mecanismos Aleatérios

Em geral, consideramos também mecanismos aleatorios,
neste caso:

» Xxj(b) é a probabilidade de i ser atendido.

» pi(b) é o custo esperado para o agente .

» uj(b) é a utilidade esperada para o agente i.
Um mecanismo é a prova de estratégia em esperanca sse V /,

vj, b, € b_j, a utilidade esperada de i ao declarar sua valoragao
correta € maxima.

ui(vi, b_;) > uj(b;, b_;)
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Um mecanismo € a prova de estratégia em esperanca sse,
para cadaie b_;:

» Xx;j(bj, b_;) € monotonicamente nao decrescente.
> pi(by, b_;) = bixi(by, b_i) - [y Xi(z, b_;)dz.

Por este teorema, a regra de alocacao x(.) de um mecanismo
determina os precos para um mecanismo a prova de
estratégias, reduzindo o problema a encontrar alocagdes que
maximizem o lucro induzido.
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No caso particular de um mecanismo deterministico, a
monotonicidade de x(b;) implica que, fixo b_;:
» Existe uma constante t; tal que b; > t; — x(b;) =1 e
b,‘< f —>X(b,’) =0
> p(b) =b;- [P 1dz =1,

Portanto, qualquer mecanismo deterministico a prova de
estratégias € determinado por n funcdes t;(b_j).
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Mercados para a Maximizacao dos Lucros

Iremos considerar trés abordagens para o problema de design
de mecanismos 6timos:

» Leildes com distribuicao a priori conhecida para os
parametros dos agentes, como € tipico na abordagem
usada na Economia;

» Solugdes aproximadas onde apesar de desconhecida a
priori dependendo do tamanho dos mercado elas se
aproximam da eficiéncia 6tima;

» Solugbes sem suposigdes sobre a priori ou o tamanho do
mercado, com a definicao de otimalidade relativa, ja que
sem conhecimento das distribuicdes nao ha mecanismo
que gere lucro 6timo para todas possibilidades.
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Design de Mecanismos Otimos Bayesianos

Consideraremos agora o problema do leildo com n jogadores
de parametro Unico. Supondo que o leiloeiro conhece as
distribuicdes F; das valoragoes v; de cada jogador.
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Exemplo: Leilao de um item

» 2 jogadores, ae b.

» Vy € Vv, distribuidas uniformemente em [0, 1].

» ¢(x) =0 se aloca o item a zero ou um dos jogadores e
c(Xag=Xp=1) =00

Solugdes que maximizam o bem estar social em esperanca:

» Leildo de primeiro precgo, se i = argmax(ba, bp), Xi=1 e
pi = b;, X; =0 e p; = 0 para outro jogador.

» Leildo de segundo preco, se i = argmax(ba, byp), xj=1¢€
pi = min(ba, by), x; = 0 e p; = 0 para outro jogador.
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Leilao de um item: Lucro

Para o leilao de primeiro prego, um equilibrio bayesiano para
os jogadores é apostar b; = -

Nesse caso, o lucro esperado do leiloeiro é E[max(%,%)] = 1
Para o leilao de segundo preco, b; = v; € uma estratégia
dominante e o lucro esperado é E [min(va, v5)] = §

No entanto, existe uma solugao com lucro esperado maior, o
Leilao de Vickrey com preco de reserva r, VA, vende o item
para o maior apostador que aposte mais que r ou fica com o
item caso nao haja lances maiores a r.

O leilao VA¢,2 nao maximiza o bem-estar social, mas tem lucro

esperado
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Valoracoes Virtuais e Excedente Virtual

Denotamos F;(z) a funcao de distribuicao da valoragao v; de
um jogadorie f; = dizF,-(z) a funcdo de densidade dessa
distribuicao.

Agora definiremos a valoragao virtual:

oy 1=-Fi(v)
¢I(V/)_VI fl(vl) .
Agora e dadas todas valoracdes v;, definimos o excedente

virtual:
virtualSurplus(x) = >_ ¢;(v;)X; — c(x).
i
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Lucro Esperado e Excedente Virtual

O lucro esperado é M =E, [¥;pi(v) - c(x(Vv))].
Vamos mostrar que num mecanismo a prova de estratégia,
para cada jogador i e b_; fixo, vale que

Ep, [pi(bi)] = Ep, [¢i(bi)xi(b;)] -
Assim temos que para mecanismos a prova de estratégia:

M=Ey |3 6i(vi)xi(v) - c(x(v))].

Portanto, mecanismos que maximizam o excedente virtual
também maximizam o lucro.
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Maximizacao do Excedente Virtual

Vimos que 0 mecanismo a prova de estratégia que maximiza o
excedente virtual € 0 mecanismo 6timo.

No entanto, falta observar quando um mecanismo que
maximiza o excedente virtual € a prova de estratégia, ou seja,
gera alocagao x monoténica.

Lembrando que a regra do mecanismo VCG é a prova de
estratégia pois maximiza o excedente real ¥ ; vix; — ¢(x), a
maximizagao do excedente virtual produz alocagao monotdnica
se as valoragoes virtuais ¢;(v;) forem monotdnicas.
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Mecanismo de Myerson

Mecanismo de Myerson Myeg(b):
1. Dadas apostas b e distribuicdoes F, calcule “apostas
virtuais”: b; = ¢;(b;).
2. Execute VCG nas apostas virtuais para obter alocagoes x’
e precos p'.
3. Produz resultado x = X’ e pregos p tq p; = ¢; ' (p}).
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Aplicando o Mecanismo de Myerson

Para o leilao de unico item, 0 mecanismo que maximiza o
excedente & da o item para o maior apostador ou fica com o
item se nenhuma aposta for positiva.

No caso do excedente virtual, uma aposta positiva pode
corresponder a uma aposta virtual negativa, logo o0 mecanismo
pode decidir ndo alocar o item.

O pagamento é tal que se 1 vence
p1 = inf{b: $1(b) > ¢2(b2) A $1(b) > 0}
Se Fy = Fo = F, p; = max(bs, ¢~ (0)).
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Aplicando o Mecanismo de Myerson

Assim, concluimos para o leildo de Unico item e 2 jogadores
com distribuicées independentes e iguais, que o mecanismo
6timo é o leildo de Vickrey com prego de reserva ¢~ (0),
VA¢—1 (O)

No exemplo que vimos, v; ~ U[0,1].
F(z)=zef(z)=1,logo ¢(z) =2z-1.
»1(0) = % Portanto VA, € o mecanismo étimo.
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Aplicando o Mecanismo de Myerson

Outro exemplo interessante € na venda de bens digitais, onde
c(x)=0vx

Neste caso o prego determinado pelo excedente real seria 0, e
no caso do excedente virtual é ¢~'(0), a solucéo de:

1-F(b)

b—W—O

Este preco é o preco 6timo, que corresponde a
argmaxzz(1 - F(z2)).
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Aproximacdes do Design Otimo Bayesiano sem Priori

A suposicao de priori conhecida faz sentido para mercados
grandes e inclusive nos quais é possivel inferir distribuicdes a
partir das apostas dos agentes.

De um vetor b = (by, bo, ..., b,) a distribuicdo empirica Fp
é tal que X ~ Fp, Pr[X > z] = 72, onde n; = #{ilb; > z}
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Mecanismo de Myerson Empirico

O Mecanismo empirico de Myerson (ME), para uma entrada b:

Para cada jogador i
1. Obtenha a distribuicao empirica Fp_,
2. Simule Myer, (b) obtendo x(D e p,

Produz resultado x e p tal que x; = Xfi) epi= P,@

Como Myer_i(b) € simulacao de Mye e i nao pode manipular
Fp_,, esse mecanismo € a prova de estratégias.



Maximizagao de Lucros Design de Mecanismos Otimos Bayesianos Aproximagdes do Design Otimo Bayesiano sem Priori

Mecanismo de Myerson Empirico

O mecanismo ME combina resultados de simulagcdes
diferentes de Myer, por isso pode gerar alocagdes impossiveis
(c(x) = o0).

Além disso, queremos saber quanto adequadas sao as
alocag0es possiveis produzidas em termos de maximizagao
dos lucros.

Para mercados grandes é esperado que Fp_, se aproxime da
distribuicao F desconhecida e por tanto o resultado do
mecanismo se aproxime do mecanismo de Myerson.
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Mecanismo de Myerson Empirico

O mecanismo de ME pode gerar resultados muito ruins por
encontrar pregos 6timos diferentes nas distribuicdes b_; de
cada agente.

Exemplo no leildo de bens digitais:
» 100 agentes, 10 com aposta 10$ e 90 com aposta 18$.
» ME entao decide os pregos 6timos para cada b_;.
» Se b; =19, b_; tem 89 apostas de 1$ e 10 de 108, entdo o
preco o6timo € opt(b_;) = $10, e i tem sua aposta rejeitada.
» Se b; = 10$, b_; tem 90 apostas de 1$ e 9 de 108, entdo o
preco o6timo é opt(b_;) = $1, e i é aceito por apenas 1$.

Este resultado tem lucro de apenas 10$ , quando o maximo
seria 100$
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Mecanismo de Myerson Empirico com amostragem

O Mecanismo empirico de Myerson (ME) com amostragem,
para uma entrada b:

1. Separe as amostras em dois grupos b’ e b”.
2. Obtenha as distribuicbes empiricas F' = Fpr e F" = Fpy
3. Simule Myeg.(b’) e Myeg:(b").

Os resultados de cada i sao os produzidos nas simulagoes que
nao utilizaram sua aposta b; logo 0 mecanismo ainda é a prova
de estratégias. Porém, como ainda combina resultados de
simulagdes pode gerar resultados impossiveis.
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Mecanismo de Myerson Empirico com amostragem

Apesar poder gerar resultados impossiveis, a etapa de
amostragem aleatoria permite que ele obtenha bons resultados
esperados.

Para o leildao digital, com lances b tais que b; € [1, h], o lucro
esperado do mecanismo ME com amostragem converge para
o 6étimo para venda de preco unico conforme o numero de
agentes aumenta.
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Taxas de convergéncia

Para o leilao de bens digitais, definindo Q o conjunto de pregos
possiveis.

Para q € Q, definimos q(b;) = q se b; > q e g(b;) = 0 caso
contrario.

q(b) = ¥;q(b;) e opta(b) = argmaxg.qq(b) e

OPTq(b) = maxgeq q(b)
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Taxas de convergéncia

Para Q, be h,com q(b;) < hVq,i e OPTq(b) > f—fln(@), 0
lucro do ME com amostragem é ao menos (1 - ¢)OPTq(b)
com probabilidade (1 -6).

Como as apostas sao limitadas por h o limite inferior no lucro
6timo € também um limite inferior no tamanho de mercado
necessario para solugoes e-6timas.
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Otimalidade Sem Priori

Em mercados pequenos, o teorema de convergéncia do
mecanismo ME nao vale e nao é esperado que resultados
baseados em estimar a priori possam ser eficientes.

Lembrando que um mecanismo a prova de estratégia deve
selecionar valores t; que independem da valoracao v; de cada
agente, é impossivel ter um mecanismo que seja 6timo para
qualquer entrada, sempre havera um conjunto de apostas onde
outro mecanismo aprova de estratégias obtém lucro maior.
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Otimalidade Sem Priori

Nessas situagdes € desejado encontrar mecanismos cujo lucro
fique préximo de uma fungcao de modelo de lucro G: R"” - R.

A taxa competitiva de um mecanismo A, em relagdo a um
modelo de lucro é definida por:

G(v)

A(v)’

B = supy

Dada a fungao de modelo de lucro, G, o objetivo é encontrar
um mecanismo que minimize a taxa competitiva, denominado
mecanismo 6timo competitivo para G.
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Otimalidade Sem Priori

Os modelos de lucro sao fungdes que podem se basear nos
valores verdadeiros v; e por isso muitos modelos estao além de
fatores constantes para qualquer mecanismo.

No leilao de bens digitais, o lucro maximo quando todo
comprador que vence paga sua valoragao ou o lucro maximo
atingivel com um prego constante sdo modelos de lucros para
0s quais nao ha mecanismo competitivo.

Um modelo para o qual existem algoritmos competitivos,
inclusive o ME com amostragem € o seguinte:

@ (y) = iV,
F<(v) nljZaZXIV(,),

onde v(;) € a i-ésima maior valoragao.
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