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mercados preditivos

o problema

Diante de uma decisdo em que varios agentes distintos tem
informacdes relevantes, como extrair essa informacao dos
agentes ?

Temos que considerar, para essa extragao, a possibilidade de
@ alguns agentes terem informagao superior aos demais

@ alguns agentes desejarem viesar o resultado da
agregacao
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mercados preditivos

mercados preditivos

Uma das solugdes possiveis para o problema de agregagao é
usar um mercado preditivo (prediction market).

Suponha que queremos estimar a temperatura global em 2020.
Podemos, para isso, emitir um titulo. Em 2020, pagaremos por
esse titulo a temperatura observada. Podemos tomar o preco

desse titulo em 2013 como uma estimativa dessa temperatura

futura
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mercados preditivos

mercados preditivos

Uma das solugdes possiveis para o problema de agregagao é
usar um mercado preditivo (prediction market).

Suponha que queremos estimar a temperatura global em 2020.
Podemos, para isso, emitir um titulo. Em 2020, pagaremos por
esse titulo a temperatura observada. Podemos tomar o preco
desse titulo em 2013 como uma estimativa dessa temperatura
futura

Mas quao boa sera nossa estimativa ?
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mercados preditivos

qualidade das estimativas

Alguns motivos empiricos para usar mercados preditivos:

@ tem tido desempenho melhor do que outros métodos
(como pesquisas de opiniao ou mesmo estimativas de
experts), tanto em laboratério quanto em situacgoes reais

@ tendem a convergir para uma estimativa correta mesmo
quando muitos jogadores ndo tem informacao relevante.

@ tendem a convergir para uma estimativa correta mesmo
guando ha jogadores tentando manipular o resultado.
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a particao do conhecimento

preliminares y
equilibrio

a particao do conhecimento

Usaremos o seguinte modelo para a distribuicdo de informacao
entre os jogadores

@ existem Q estados possiveis do mundo (wq,ws> ...), dentre
0S quais apenas um (w) é verdadeiro

@ cada jogador j sabe distinguir entre um conjunto X; C Q e
0 seu complemento

@ ha uma distribuicao a priori, de conhecimento publico,
sobre os estados de Q

@ desejamos obter o valor esperado de uma fungao f(w)
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a partigdo do conhecimento

reliminares g
p equilibrio

equilibrio de expectativas racionais

No nosso modelo, podemos definir um preco de equilibrio
(rational expectations equilibrium) para cada estado w; possivel

Assumindo que os jogadores:
@ desejam maximizar seu ganho esperado
@ sao completamente indiferentes ao risco

Afirmamos que para cada estado w; possivel, temos um p*(wj)
tal que, diante desse prego, todo jogador avalia o titulo
exatamente nesse preco.
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a partigdo do conhecimento

reliminares g
p equilibrio

equilibrio de expectativas racionais

@ em diversas situagoes, podemos provar nao s6 que ha o
preco de equilibrio, mas que ele revela toda a informacao

(i.e., que p*(w;) # p*(w)), se i # j)
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a partigdo do conhecimento

reliminares g
p equilibrio

equilibrio de expectativas racionais

@ em diversas situagoes, podemos provar nao s6 que ha o
preco de equilibrio, mas que ele revela toda a informacao
(i.e., que p*(w;) # p*(wj), se i # )

@ mas em breve veremos um caso em que isso nao é
verdade
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a partigdo do conhecimento

reliminares g
p equilibrio

equilibrio de expectativas racionais

@ em diversas situagoes, podemos provar nao s6 que ha o
preco de equilibrio, mas que ele revela toda a informacao
(i.e., que p*(wj) # p*(wj), se i # )

@ mas em breve veremos um caso em que isso nao é
verdade

@ além disso, sera que o mercado vai efetivamente convergir
para esse equilibrio ?
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a partigdo do conhecimento

reliminares g
p equilibrio

equilibrio de expectativas racionais

@ em diversas situagoes, podemos provar nao s6 que ha o
preco de equilibrio, mas que ele revela toda a informacao

(i.e., que p*(wi) # P*(wj), se i # )
@ mas em breve veremos um caso em que isso nao é
verdade

@ além disso, sera que o mercado vai efetivamente convergir
para esse equilibrio ?

@ teoremas de ndo-negociacao (no-trade theorems)
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

problemas abordados no capitulo

@ como prever distribuicées conjuntas de variaveis binarias ?
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

problemas abordados no capitulo

@ como prever distribuicées conjuntas de variaveis binarias ?
(i.e. como lidar com um numero exponencial de titulos)
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

problemas abordados no capitulo

@ como prever distribuicées conjuntas de variaveis binarias ?
(i.e. como lidar com um numero exponencial de titulos)

@ como subsidiar um mercado preditivo para obter bons
resultados ?
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

problemas abordados no capitulo

@ como prever distribuicées conjuntas de variaveis binarias ?
(i.e. como lidar com um numero exponencial de titulos)

@ como subsidiar um mercado preditivo para obter bons
resultados ?

@ que tipos de resultados podemos esperar de um mercado
preditivo com um Unico titulo? Ele consegue capturar toda
a informacao disponivel ?
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

problemas abordados no capitulo

@ como prever distribuicées conjuntas de variaveis binarias ?
(i.e. como lidar com um numero exponencial de titulos)

@ como subsidiar um mercado preditivo para obter bons
resultados ?

@ que tipos de resultados podemos esperar de um mercado
preditivo com um Unico titulo? Ele consegue capturar toda
a informacao disponivel ?
(nao conseguiremos extrair toda a informagao disponivel
aos jogadores, mesmo na mais ideal das situac¢oes)
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

um mercado bem ideal

@ queremos calcular uma fungao booleana f(x), onde x é
um vetor de binarios

@ cada jogador j conhece o bit x; (ha |x| jogadores)

@ existe uma distribuicao a priori para x, que todo jogador
conhece

@ nosso titulo valera f(x) quando a fungao for revelada
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

um mercado bem ideal

@ a cada turno, cada jogador declara um prego p; para o
titulo, e oferece um titulo
ij

@ o preco p, desse turno, sera i
@ os jogadores com p; > p compram fragoes de titulos.

Quando p; < p, vendem

@ supomos os jogadores completamente previsiveis: cada j
coloca p; como o seu valor esperado de f(x) dados x; e os
pregos das rodadas anteriores

@ no fim da rodada, observando o preco final, os jogadores
atualizam suas crencgas, eliminando 0os x que nao
poderiam ocorrer, dado esse preco (e a previsibilidade dos
demais jogadores)
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

atualizando crencas

Quando observamos um prego p, podemos eliminar x
impossiveis: agueles que ndo resultariam nesse preco.

Chamamos S o conjunto de x que ainda sao possiveis apos a

observagao do prego, e S; 0 conjunto de x possiveis para o
jogador j (que, além dos pregos, conhece seu bit x;)
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

computando uma fungao

Seja f(x1x2) = x1 V X2 (e a distribuicdo sobre x & uniforme)
Suponhamos xi =1e xo =0

@ para o jogador 1, S; = {10,11} e P[f(x) = 1] = 1. Assim,
ele oferecera o prego py = 1
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

computando uma fungao

Seja f(x1x2) = x1 V X2 (e a distribuicdo sobre x & uniforme)
Suponhamos xi =1e xo =0
@ para o jogador 1, S; = {10,11} e P[f(x) = 1] = 1. Assim,
ele oferecera o prego p1 = 1
@ para o jogador 2, S, = {10,00} e P[f(x) = 1] = }. Assim,
ele oferecera o preco p, = %
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

computando uma fungao

Seja f(x1x2) = x1 V X2 (e a distribuicdo sobre x & uniforme)
Suponhamos xi =1e xo =0
@ para o jogador 1, S; = {10,11} e P[f(x) = 1] = 1. Assim,
ele oferecera o prego p1 = 1
@ para o jogador 2, S, = {10,00} e P[f(x) = 1] = }. Assim,
ele oferecera o preco p, = %
@ teremos, entdo p = 2
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

computando uma fungao

Seja f(x1x2) = x1 V X2 (e a distribuicdo sobre x & uniforme)
Suponhamos xi =1e xo =0

@ para o jogador 1, S; = {10,11} e P[f(x) = 1] = 1. Assim,
ele oferecera o prego p1 = 1

@ para o jogador 2, S, = {10,00} e P[f(x) = 1] = }. Assim,
ele oferecera o preco p, = %

@ teremos, entdo p = 2

@ no inicio da segunda rodada, temos S = {10,01},
81 = {10} e 82 = {10}
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

computando uma fungao

Seja f(x1x2) = x1 V X2 (e a distribuicdo sobre x & uniforme)
Suponhamos xi =1e xo =0
@ para o jogador 1, S; = {10,11} e P[f(x) = 1] = 1. Assim,
ele oferecera o prego p1 = 1
@ para o jogador 2, S, = {10,00} e P[f(x) = 1] = }. Assim,
ele oferecera o preco p, = %
@ teremos, entdo p = 2
@ no inicio da segunda rodada, temos S = {10,01},
Sy ={10} e S, = {10}
@ assim p; = po = 1, p = 1. Esse valor se mantera para
sempre
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

uma funcao mais dificil

Seja f(x1x2) = x1 ® X2 (e a distribuicao sobre x € uniforme)

@ independente do valor de xq, 0 jogador 1 calcula a
probabilidade como % (e o jogador 2 também)
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

uma funcao mais dificil

Seja f(x1x2) = x1 ® X2 (e a distribuicao sobre x € uniforme)

@ independente do valor de xq, 0 jogador 1 calcula a
probabilidade como % (e o jogador 2 também)

@ teremos, entdo p=p1 =po = 3
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

uma funcao mais dificil

Seja f(x1x2) = x1 ® X2 (e a distribuicao sobre x € uniforme)

@ independente do valor de xq, 0 jogador 1 calcula a
probabilidade como % (e o jogador 2 também)

@ teremos, entdo p=p1 =po = 3

@ nenhum jogador ganhou nenhuma informagao. Seus
conjuntos S; permanecem
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

uma funcao mais dificil

Seja f(x1x2) = x1 ® X2 (e a distribuicao sobre x € uniforme)
@ independente do valor de xq, 0 jogador 1 calcula a
probabilidade como % (e o jogador 2 também)
@ teremos, entdo p=p1 =po = 3

@ nenhum jogador ganhou nenhuma informagao. Seus
conjuntos S; permanecem

@ assim, o prego se mantera para sempre
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

convergéncia

Denotemos S} o conhecimento inicial de i, Sj? C S; seu
conhecimento no inicio da segunda rodada, e assim
sucessivamente. Definamos S', S2... os conhecimentos
comuns a todos em cada rodada

Como s6 ha uma quantidade finita de possiveis S, é

necessario que haja um S; final para cada j, que denotaremos
S, 8% € definido de forma analoga
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

convergéncia

Teorema
Em um mercado como o descrito, existe um preco final p>° tal
que

® Plf(x)[S>*] = p>

® P[f(x)|5°] = p>

(note que essas probabilidades correspondem a esperangas
do valor de f(x))
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

caracterizacao das funcoes f(x)

Uma fungao f(x) é dita uma fungao limiar ponderada (weighted
threshold function) se existem constantes reais
Wo, Wy, Wo . .. Wy tais que
n
f)=1 <= wo+>_ wx;>1
j=1

Teorema

Se f é uma fungao limiar ponderada, entao, independente da
distribuicdo de probabilidade a priori, p>° = f(x)

Teorema

Se f ndo pode ser expressa como fungdo limiar ponderada,
existe alguma distribuicdo de probabilidade a priori tal que
p> # f(x)
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

Teorema

Se f é uma fungao limiar ponderada, entao, independente da
distribuic&o de probabilidade a priori, p> = f(x)

(prova em sala. As definicdes e fatos a seguir serdo Uteis)

P(f(y) = 1|y € 8) = p~
P(f(y) =1ly € S* Ay = Xx;) = p~

L =P(yy=1ly € 8%, f(y)=1)
L7 =P(y;=1ly € §,f(y) =0)

n n
LF =Y "wli L =) wl;
i=1 i=1
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

Teorema

Se f ndo pode ser expressa como fung&o limiar ponderada,
existe alguma distribuicdo de probabilidade a priori tal que
p> # f(x)

(prova em sala. As definicdes e fatos a seguir serdo Uteis)

H* = fecho(f~1(1))
H~ = fecho(f~1(0))

Se ndo ha funcao limiar que expresse f, H e H™ se
intersectam. Tome x* nessa interseccao
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

outro exemplo de fungao nao agregavel

Uma outra fungao nao agregavel é (x1 V x2) A (X3 V X3)

(prova em sala, usando o teorema)
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mercados com um Unico titulo
mercados preditivos combinatérios

os problemas

tempo de convergéncia

Teorema

Se f é uma fungao limiar ponderada com |x| = n, independente
da distribuigdo a priori, apos n turnos o equilibrio p™ ja tera
sido atingido

Teorema

Ha uma fungao limiar que, com |x| = 2k, pode levar k turnos
para convergir para p*
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

mercados preditivos combinatorios

Desejamos saber distribuicdes conjuntas sobre varias variaveis

aleatdrias binarias
ex: 0 preco da gasolina vai baixar e o do carvao aumentar ?

O tamanho do espaco de estados Q2 é exponencial no tamanho
do conjunto de eventos ¢ que desejamos considerar

Permitiremos aos agentes comprar ordens compostas: Titulos

St que rendem 1 se a fungao booleana f for verdadeira, e 0
caso contrario
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

complicacoes

Permitiremos aos agentes comprar ordens compostas: Titulos
St que rendem 1 se a fungao booleana f for verdadeira, e 0
caso contrario

Isso introduz dois problemas:
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

complicacoes

Permitiremos aos agentes comprar ordens compostas: Titulos
St que rendem 1 se a fungao booleana f for verdadeira, e 0
caso contrario

Isso introduz dois problemas:

@ como permitir que dois agentes de fato facam suas
operagoes, quando é improvavel que eles queiram
negociar o mesmo Sy (problema de mercado magro, ou
“thin market”)
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mercados preditivos combinatérios
os problemas

complicacoes

Permitiremos aos agentes comprar ordens compostas: Titulos
St que rendem 1 se a fungao booleana f for verdadeira, e 0
caso contrario

Isso introduz dois problemas:

@ como permitir que dois agentes de fato facam suas
operagoes, quando é improvavel que eles queiram
negociar o mesmo Sy (problema de mercado magro, ou
“thin market”)

@ como fazer isso de maneira computacionalmente tratavel
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

complicacoes

Permitiremos aos agentes comprar ordens compostas: Titulos
St que rendem 1 se a fungao booleana f for verdadeira, e 0
caso contrario

Isso introduz dois problemas:

@ como permitir que dois agentes de fato facam suas
operagoes, quando é improvavel que eles queiram
negociar o mesmo Sy (problema de mercado magro, ou
“thin market”)

@ como fazer isso de maneira computacionalmente tratavel

Acabaremos resolvendo o problema do mercado magro, mas
nossa solugao nao sera tratavel
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

0 problema de matching

Uma "solugcédo” seria simplesmente vender a quem quer que
pega o titulo Sy que ele quiser. Porém, dessa forma, o
controlador do mercado esta se expondo a muito risco.

Ao invés disso, tentaremos atender aos pedidos de forma que
o controlador do mercado ndo possa ter prejuizo, ndo importa
quais sejam os valores reais das variaveis binarias

Poderiamos s6 aceitar pedidos pareados (i.e., alguém pediu

Sy, e outra pessoa S;), mas a estrutura do problema nos
permite aceitar mais
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

quanto ganha um agente

Consideremos uma ordem (compra ou venda de titulos) i, onde
um agente esta comprando (ou vendendo) um titulo X; por um

prego p;

Se i for uma compra, o lucro do agente sera1 —p;, se fi=1,e
—pj caso contrario

Se i for uma venda, o lucro do agente serap;—1,se fi =1, e p;
caso contrario

Representemos os possiveis lucros desse investimento em um
vetor T; indexado pelo espacgo Q2 = 2¢
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

exemplo

Consideremos um mercado, onde ¢ € o conjunto de duas
variaveis binarias X; e X,
@ foi emitido um pedido de compra para Sx, x,, ao prego 0.4
@ foi emitido um pedido de venda para Sy,, ao prego 0.3
Chamando o primeiro pedido de "1”, temos
T =(0.6,-0.4,—0,4,—-0.4)
(respectivamente, os payoffs de 11, 10, 01 e 00)

Analogamente, para o segundo pedido,
T, =(-0.7,-0.7,0.3,0.3)
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

exemplo

Ty =(0.6,-0.4,-0,4,-0.4)
T, = (-0.7,-0.7,0.3,0.3)

Observemos que, para esses dois pedidos, nao existe estado
do mundo em que os jogadores, juntos, tenham saido
ganhando:

T+ T2=(-0.1,-1.1,-0.1,-0.1)
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

exemplo

Ty =(0.6,-0.4,-0,4,-0.4)
T, = (-0.7,-0.7,0.3,0.3)

Observemos que, para esses dois pedidos, nao existe estado
do mundo em que os jogadores, juntos, tenham saido
ganhando:

T+ T2=(-0.1,-1.1,-0.1,-0.1)

O controlador pode usar a estrutura légica do problema para
aceitar pedidos nao pareados!
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mercados com um Unico titulo

mercados preditivos combinatérios
os problemas

quanto perde o controlador

O ganho total dos agentes sera o prejuizo do controlador do
mercado.
Nosso objetivo, entdo, sera garantir que > T; < 0, ou algo
analogo, coordenada a coordenada
Defini¢cao (matching divisivel)
Dado um conjunto de pedidos T ; , um matching divisivel é um
conjunto de «; tais que:

() Z Tia; <0

@ 0<ai<1

@ g0 menos um «; é nao nulo
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mercados com um Unico titulo
mercados preditivos combinatérios

os problemas

complexidade computacional

Teorema

O problema de determinar, dadas n ordens, se ha matching
divisivel é polinomial no caso de |¢| = O(log(n))

Teorema

O problema de determinar, dadas n ordens, se ha matching
divisivel é co-NP-completo no caso geral
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§ mercados preditivos combinatérios
os problemas
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