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e O problema principal é tomar decisées em ambientes
desconhecidos.

e A aproximac3o usada neste capitulo é desenhar algoritmos
adaptativos que podem aprender entendendo a dindmica do
sistema.

o A estratégia usada é a analise do arrependimento (Regret), ou
seja, o calculo da diferenca entre a melhor utilidade que
poderia ter sido e a utilidade real obtida. Temos trés analises
possiveis do arrependimento
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Arrependimento Externo (External Regret)

e Também conhecido como Combining expert advice

e Compara com a melhor opc¢do individual que poderia ter sido
(a melhor em retrospectiva)

e Da uma metodologia geral para o desenvolvimento de
algoritmos online.
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Arrependimento Externo (External Regret)

e No capitulo, o autor faz um desenvolvimento muito
interessante: comeca como um algoritmo guloso simples, e
sobre ele vai construindo até chegar num algoritmo no qual a
perda é, no maximo, O (y/TlogN) a mais do que a melhor

escolha, onde T é o nimero de passos dados até o momento.
e Ou seja, o maximo afastamento do 6timo por lance é:

logN

o
T
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Arrependimento interno e de troca (Internal Regret and Swap Regret)

e Arrependimento interno (Internal Regret)

e Considera a historia
e Permite que uma acdo passada seja substituida por outra

e Arrependimento de troca (Swap Regret)

e Considera a historia
e Permite qualquer mapeamento de {1,...,N} para {1,...,N} e
pode ser aumentado num fator de N
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Modelo de informacdo parcial (partial information model)

e Também conhecido como Multiarmed bandit - MAB

e S6 pode ver as perdas de sua escolha atual, ndo as perdas das
outras escolhas (e por isso, ndo pode saber diretamente se é a
melhor escolha ou n3ol!)

O autor deixa claro que os resultados obtidos nesse capitulo no
sdo os melhores que se conhecem. Nas notas do capitulo tem uma
lista de trabalhos que apresentam melhores algoritmos para este
problema.
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Modelo e preliminares

o Jogos de adversarios online (processa s6 a entrada, sem
memoria de estados anteriores) como X = {1,...,N} opgBes
para cada jogador

e Em cada passo ¢ o algoritmo H escolhe uma distribuicdo p’
sobre o conjunto de N acdes.

e Depois disso o adversario escolhe um vetor de perdas
¢"€ 10,1V (um valor de perda para cada escolha), onde
¢i€[0,1] é a perda se o jogador escolhe a opgdo i no
momento ¢



Modelo e preliminares

Modelo com informagdo completa (full information model)

No modelo com informagdo completa (full information model) o
algoritmo H recebe o vetor de perdas ¢’ e tem um valor de perda:

N
ly = Y.pili
i=1

que é a perda esperada quando o algoritmo escolhe a opcdo i € X
com probabilidade p!.



Modelo e preliminares

Modelo de informacdo parcial (partial information model)

No modelo de informag&o parcial (partial information model) o
algoritmo H recebe (¢},,k") , onde k" segue a distribuicdo p’, e

% = U}, € sua perda. A perda da i-ésima a¢do durante os primeiros
T passos é:

e a perda de H é:



Modelo e preliminares
Arrependimento externo (external regret)

A razdo para calcular o arrependimento externo (external regret) é
poder criar um algoritmo online que possa se aproximar ao melhor

algoritmo de uma classe especifica de algoritmos ¢. Isto quer dizer,
que queremos uma perda préxima a:

T
L%,min

= mingeng
Formalmente nés queremos minimizar o arrependimento externo:

T T
Ry =Ly _Léﬁ,min



Modelo e preliminares
Classe de comparagdo

Aqui ¢ é chamada a classe de comparacdo. Em geral, usa-se
uma classe de comparagdo 4 = X (ou seja, todas as possiveis
escolhas) e procura-se um algoritmo online com uma perda perto de

T _ i gT
Linin = mMiniL;

sendo o arrependimento externo:
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e Normalmente o arrependimento externo usa uma classe de
comparacgdo fixa ¢, mas poderia ter-se uma classe que
dependa das ac¢des escolhidas pelo algoritmo online. Neste
caso podemos considerar regras de modificacdo que mudem as
acdes escolhidas pelo algoritmo online e produzam uma
estratégia alternativa.
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Regras de modificacio

e Normalmente o arrependimento externo usa uma classe de
comparacgdo fixa ¢, mas poderia ter-se uma classe que
dependa das ac¢des escolhidas pelo algoritmo online. Neste
caso podemos considerar regras de modificacdo que mudem as
acdes escolhidas pelo algoritmo online e produzam uma
estratégia alternativa.

e Uma regra de modificacdo F recebe na entrada o histérico
de acdes e a acdo atual escolhidas por H, e devolve uma acio
(que pode ser diferente ou ndo). Chama-se F’ a fungdo F no
momento ¢
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Modelo e preliminares
Regras de modificacio

Dada uma sequéncia de distribuicdes de probabilidade p’ usada pelo
algoritmo H e uma regra de modificacdo F, pode-se definir uma
nova sequéncia de distribuicdes de probabilidade f* = F'(p'), onde

Z pJ
JF (=i

A perda desta nova sequéncia é:

L{I,F = Zz‘ﬁf?
toi

no livro & Ly g = ZZfl’E’

Nota-se que no momento 7, F muda a probabilidade de H
associando a agdo j a agdo F'(j). Isto implica que a regra de
modificacdo F gera uma distribuicdo diferente, que é funcdo da
distribuicdo de H, p'.
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Modelo e preliminares
Regras de modificacio

e O artigo foca-se num conjunto finito .# de regras de
modificacdo que n3o requer memdria.

e Dada uma sequéncia de vetores de perda, o arrependimento de
usar o algoritmo online H com relacdo as regras de
modificacdo & é&:

Ry = max {L}; —Li r}



Modelo e preliminares

Arrependimento interno (internal regret)

e Pode-se ver que o arrependimento externo é equivalente a ter
um conjunto de .7 de N regras de modifica¢do F;, onde cada
F; tem como saida a acdo i. Para o arrependimento interno
(internal regret), o conjunto .#™ consiste em N(N — 1) regras
de modificagdo F;j, onde F;j(i) =j e Fi;j(i') =7, para i’ #i.
Ent3o o arrependimento interno de H é:

FeZin ijeX

T
max {L{I —LZ’F} = max{2p§ (¢ —E})}
=1



Modelo e preliminares

Arrependimento de troca (swap regret)

e Um caso mais geral das regras de modificagdo sem memdria é
o arrependimento de troca (swap regret), definido pela classe
FV . F inclui as NN fungdes F: {1,...,N} — {1,...N},
onde a fungdo F troca a agdo atual de H, de i para F(i). O
arrependimento de troca para H é:

N

T
max {Lj— Lz} = max{2p§ (6?—6]’.)}
=1

FeFsw o JEX



Modelo e preliminares

Arrependimento de troca (swap regret)

e Um caso mais geral das regras de modificagdo sem memdria é
o arrependimento de troca (swap regret), definido pela classe
FV . F inclui as NN fungdes F: {1,...,N} — {1,...N},
onde a fungdo F troca a agdo atual de H, de i para F(i). O
arrependimento de troca para H é:

N T
max {LL —LL .V =Y max -1t
Fegzsw{ H H’F} = JjeX {;pl ( ! J)
e E importante notar que:
yex C Cgfs"V
ﬁin c  Fw



Minimizacdo do arrependimento externo

e Mas noticias: Ndo é possivel garantir um baixo arrependimento
em relacdo a sequéncia 6tima de decisdes em retrospetiva.
(Borodin e El-Yaniv, 1998; Sleator e Tarjan, 1985)
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e Mas noticias: Ndo é possivel garantir um baixo arrependimento
em relacdo a sequéncia 6tima de decisdes em retrospetiva.
(Borodin e El-Yaniv, 1998; Sleator e Tarjan, 1985)

e Como alternativa, o autor propde focar em classes de
comparagdo mais restritas. Vamos usar a classe 4|, que & o
conjunto de funcbes que fazem o mapeamento de instantes de
tempo {1,...,T} para escolhas X ={1,...,N}
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Teorema

Teorema

Para todo algoritmo online H existe uma sequéncia de vetores de
perda T como a qual o arrependimento Rga I é pelo menos

T(1-7)-

Demonstracio.

Para cada instante 7, a escolha i de mais baixa probabilidade p}
toma um valor de perda de 0 e todas as outras escolhas tomam o
valor de 1. Como:

1
min;{p}} < ~

Entdo, a perda de H ao longo de T passos é pelo menos T (1— 7).
Também pode-se definir um g € 4|, tal que g(t) =i, e tem um
perda total de 0. O
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Minimizacdo do arrependimento externo

e Para simplificar, vamos supdr que todas as perdas sdo ou 0 ou
1

e Vamos chamar LI =Y’ _, (7 a perda acumulada até o
momento ¢ da ac3o i

e Um algoritmo guloso vai escolher para cada momento ¢t uma
acao:

X = arg mingy L



Minimizacdo do arrependimento externo
Algoritmo Guloso

Algoritmo Guloso
Inicializa: x!' =1
Em cada momento t:

t—1 . t—1
e '\ =min jexL:
min ieXty;

t—1 _ ). pt—=1 _ yt—1
il = et =l
e x' =min §!
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Algoritmo Guloso

Inicializa: x!' =1
Em cada momento t:

t—1 . t—1
e '\ =min jexL:
min ieXty;

il = et =l

min
e x' =min §!

Teorema

O algoritmo guloso tem uma perda acumulada

LL<N- Lfnin + (N — 1) para qualquer sequéncia de perdas
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Algoritmo Guloso

Demonstrac3o.

Em cada momento ¢ no qual o algortimo perda 1 e o Ltmin nio
mude, pelo menos uma acdo e removida do §'. Isto ocorre no
maximo N vezes até que Ltmin incremente em 1. Ou segja, o
algoritmo tem uma perda de maximo N entre incrementos de Ltmin:

L;<N—|S|+N-L' .
min
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Demonstrac3o.

Em cada momento ¢ no qual o algortimo perda 1 e o Ltmin nio
mude, pelo menos uma acdo e removida do §'. Isto ocorre no
maximo N vezes até que Ltmin incremente em 1. Ou segja, o
algoritmo tem uma perda de maximo N entre incrementos de Ltmin:
L;<N—|S|+N-L' .
min

O

Pode-se ver que o algoritmo é O(N) vezes pior que o 6timo. Vamos
ver que qualquer algoritmo deterministico tem pelo menos 0 mesmo
fator.
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Teorema

Para qualquer algoritmo deterministico D existe uma sequéncia de

T _ T _|T
perdas para a qual L, =T e L. = [NJ
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Algoritmo Guloso

Teorema

Para qualquer algoritmo deterministico D existe uma sequéncia de
T _ T _|T

perdas para a qual L, =T eL] . = | %]

Nota-se que este teorema implica que L} ZN-LrTnin +(T mod N) o

que & um limite superior para o algoritmo guloso.
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Algoritmo Guloso

Demonstracio.

Para a prova, vamos fixar um algoritmo online D e vamos dizer que
x' & sua saida no momento r. Vamos ent3o a gerar uma sequéncia
assim: No momento ¢ vamos definir a perda para x’ de 1 e para
qualquer outra acdo de 0. Isto garante que o algoritmo D tem uma
perda de 1 em cada passo, entdo L =T.

Como existem N a¢des diferentes, tem que existir uma a¢do que o
algoritmo D tenha escolhido pelo menos [%,J vezes. Entdo, por
construcdo, como sé as acdes escolhidas por D tem perdas, implica

que LT . < | L] O
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Da para pensar entdo que pode acontecer se o algoritmo guloso
tem como saida uma distribuicdo de probabilidade. Vamos chamar
esse algoritmo Gusloso Aleatério
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Algoritmo Guloso Aleatério

Da para pensar entdo que pode acontecer se o algoritmo guloso
tem como saida uma distribuicdo de probabilidade. Vamos chamar
esse algoritmo Gusloso Aleatério

Algoritmo Guloso Aleatorio

|

Inicializa: p} = 1/N para i€ X
Em cada momento t:

t—1 t—1
me =min jexL;

t—1 _ ). pt=1 t—1
alsal = et =l

o pl= ‘S,%” para i € S""! e p! =0 em outro contrario
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Algoritmo Guloso Aleatério

Teorema

O algoritmo guloso aleatério tem, para qualquer sequéncia de

T T
perdas, uma perda de Ly < (In N)+ (1+In N)L .
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Algoritmo Guloso Aleatério

Teorema

O algoritmo guloso aleatério tem, para qualquer sequéncia de

T T
perdas, uma perda de Ly < (In N)+ (1+In N)L .

Demonstracio.

Como no caso anterior, vai se provar que entre incrementos
sucessivos de Lﬁwin o algoritmo incorre numa perda pelo menos
1+In N. Seja tj o momento onde Ltmin atinge por primeira vez
uma perda j. Vamos ver que acontece entre os instantes f; e ;.
Para qualquer instante de tempo ¢ temos que 1 < |S'| < N.
(continua) O
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Algoritmo Guloso Aleatério

Demonstracio.

(continuagdo) Agora, se num instante ¢ € (t;,#4+1] 0 comprimento
de S" encolhe de n’ para n’ —k, a perda do algoritmo vai ser §
(dado que toda agdo tem peso de % Por altimo, pode-se ver que
podemos fazer uma aproximacio de % por
%—l—(n,—l_l) 4+t m Isto gera uma perda para o intervalo
(tj,ti+1] de pelo menos:
1 1 1
ARTES

1
b —<1+IN
N—2) + +1 <I+in
Por inducdo pode-se ver que

1 1 1 1
LﬁeG = <N + (N—1) + (N=2) +ot (|st\+1)) +(1+1n N)lein



Minimizacdo do arrependimento externo

Algoritmo aleatério de peso maioritario

Uma ideia que surge naturalmente quando se pensa no algoritmo
guloso aleatério é mudar as probabilidades para que n3o todas
sejam iguais. Vamos associar para cada escolha i, como uma perda
total L;, um peso w; = (i —n)%, e uma probabilidade p; = ZNLW
j=1Wj
Aqui M é uma constante pequena e ajustavel. No capitulo usam

n =0.01
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Algoritmo aleatério de peso maioritario

Uma ideia que surge naturalmente quando se pensa no algoritmo
guloso aleatério é mudar as probabilidades para que n3o todas
sejam iguais. Vamos associar para cada escolha i, como uma perda
total L;, um peso w; = (i —n)%, e uma probabilidade p; = ZN—

‘i Wi
Aqui M é uma constante pequena e ajustavel. No capitulo usam
n =0.01

|
N

Algoritmo aleatério de peso maioritario
Inicializa:
° wil =1
o pl =1 paraieX
Em cada momento
° se Et-_l =1 entdo wi =w!"!(1—1n); se no entdo wi =w!"!

o pl= th onde W'=Y,y w!
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Algoritmo aleatério de peso maioritario

Teorema

Para qualquer n < 2, a perda do algoritmo aleatdrio de peso
maioritario como uma sequéncia binaria {0,1} de perdas é:

In N
Lgwy < (14 1)L m,n+—

Definindo n = min{y/ (lnTN ) 1}, temos que

Ly <me+2 T InN
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Limite Inferior

e Mas, quanto podemos baixar?

Teorema

Vamos assumir T < log,N. Entdo existe uma geragdo aleatéria de
perdas que, para qualquer algoritmo R1, gera uma perda esperada

E[Lf) =1, e ainda assim LT . =0



Limite Inferior

Demonstracio.

Vamos considerar a seguinte sequéncia de perdas. No instante

t =1, vamos ter um subconjunto de N/2 a¢des como uma perda de
0, e o resto vai ter uma perda de 1. No instante # = 2, vamos
escolher um subconjunto aleatério de N /4 a¢des (dos que no r =1
tiveram uma perda de 0), que vdo ter uma perda de 0 no instante
t =2 e ao resto damos uma perda de 1. Se repetimos o proceso, em
cada passo qualquer algoritmo online vai ter uma perda esperada de
1/2. Mas ainda assim, pode-se ver que pelo menos para T < log,N,
sempre existe uma acdo como uma perda total de 0. O



Rota para pesquisas futuras

O limite imposto para o arrependimento que foi presentado
depende Gnicamente do nimero de passos dados T, e n3o
depende do resultado da melhor ac3o. Isto é conhecido como
limite de ordem zero. Pode-se encontrar outros limites:

e Primeiro Ordem: Depende da perda da melhor escolha
e Segundo Ordem: Depende da soma dos quadrados das perdas.

e Ter um arrependimento externo que seja proporcional a
varianca da melhor escolha.

e Problemas como um nimero de a¢bes possiveis muito grande.
Por exemplo, um problema onde as escolhas possiveis sejam
todos os caminhos simples entre dois nés (combinatério)

e Analizar a dindmica dos algoritmos de minimizacdo de
arrependimento.



	Introdução
	Modelo e preliminares
	Minimização do arrependimento externo
	Algoritmos guloso e guloso aleatórios
	Algoritmo aleatório de peso maioritário (Randomized Weighted Majority Algorithm)
	Lower Bounds

	Rota para pesquisas futuras

