Reducao polinomial

- Permite comparar o “grau de complexidade” de problemas |
diferentes.

Uma reducao de um problema IT a um problema II' € um
algoritmo ALG que resolve II usando uma subrotina

hipotética ALG’ que resolve 11/, de tal forma que, se ALG' é
um algoritmo polinomial, entdao ALG € um algoritmo
polinomial.

II <p II" = existe uma reducao de II a IT".

Sell <pIl' e II' estd em P, entdo II esta em P.
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Exemplo

IT = encontrar um ciclo hamiltoniano
[T" = existe um ciclo hamiltoniano?

Reducdo de Il a II": ALG’ é um algoritmo que resolve I1’

ALG (G)

se ALG'(G) = NAO
entao devolva “G nao € hamiltoniano”
para cada aresta uv de G faca
H+—G-—uv
se ALG'(H) = sIM
entao G «— G — uv
devolva G

~NOoO ok~ WDN P

Se ALG' consome tempo O(p(n)), entdo ALG consome J
Ltempo O(m p({G))), onde m = numero de arestas de G.
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Esqguema comum de reducao

f ALG T

- T > ALG |

Faz apenas uma chamada ao algoritmo ALG'.

T transforma uma instancia / de II em uma instancia
I"="1T(I) de IT' tal que
[1(1) = sIM se e somente se [1'(/") = SIM
LT é uma espécie de “filtro” ou “compilador”. J
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Satisfatibilidade

o N

Problema: Dada um formula booleana ¢ nas variaveis
r1i,...,T,, €Xiste uma atribuicao

:{z1,...,xn} — {VERDADE, FALSO}
gue torna ¢ verdadeira?

Exemplo:

¢ = (x1) A (—x1V-oxoVas) A(—-xs)

Se t(x1) = VERDADE, t(x2) = FALSO, t(x3) = FALSO,

)
entao t(¢) = VERDADE
Se t(x1) = VERDADE, t(x2) = VERDADE, t(x3) = FALSO, J
ntao t(¢) = FALSO
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Sistemas lineares 0-1
p

roblema: Dadas uma matriz A e um vetor b,
Ax > b

possui uma solucao tal que x; = 0 ou z; = 1 para todo :?

Exemplo:
T

— 1 — T2 + I3

VIV IV
|
—_

tem uma solucao 0-1?

Sim! z; = 1,29 = 0 e z3 = 0 € solucao.

o |
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Exemplo 1

fSatisfatibnidade < p Sistemas lineares 0-1 T

A transformacéo 7' recebe uma formula booleana ¢
e devolve um sistema linear Az > b

tal que ¢ é satisfativel se e somente se o sistema Az > b
admite uma solucao 0-1.

Exemplo:
¢ = (.%1) A\ (—wl V —xo V 5133) A\ (—I.Tg)
T1 > 1
l—21 + 1—29 + T3 > 1
> 0

L 1 — a3
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Exemplo 2

-

Verifigue que

-

Ciclo hamiltoniano <p Caminho hamiltoniano entre « e v

Verifigue que

Caminho hamiltoniano entre v e v <p Caminho hamiltoniano

o |
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Exemplo 3

. N

Descreveremos um algoritmo polinomial 7" que recebe um
grafo G e devolve uma formula booleana ¢(G) tais que

aminho hamiltoniano <p Satisfatibilidade

G tem caminho hamiltoniano < ¢((G) é satisfativel.

Suponha que G tem vértices 1,...,n.

G) tem n? variaveis z; i, 1 < i,j < n.
J J

Interpretacdo: z; ; = VERDADE <> vértice j € 0 i-ésimo
vertice do caminho.

o |
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Exemplo 3 (cont.)
- Clatsulas de ¢(G): -

# ‘“vértice j faz parte do caminho:

(21,5 V@25 V-V nj)
para cada j (n clausulas).
# “vértice j nao esta em duas posicdes do caminho:

(m2ij V 225)
para cada j e i # k (O(n?) cladsulas).
# “algum vertice é o i-ésimo do caminho™

($i,1 VZioV:- -V «Ti,n)
L para cada i (n clausulas). J
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Exemplo 3 (cont.)
- Mais cladsulas de ¢(G): o

# “dois vértices nao podem ser 0 i-€simo”:

(=i V 2wig)
para cadai e j # k (O(n?) cladsulas).
#® “se ij nao é aresta, j nao pode seguir i no caminho”:

(m2r V Thy1 )

para cada ij que ndo é aresta (O(n?) clatsulas).

A férmula ¢(G) tem O(n?) cladsulas e cada cladsula tem
< n literais. Logo, (¢(G)) é O(n?).
LNéo é dificil construir o algoritmo polinomial 7. J
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Exemplo 3 (cont.)

 ¢(G) satisfativel = G tem caminho hamiltoniano. |

Prova: Seja / : {varidveis} — {VERDADE, FALSO} tal que
t(¢(G)) = VERDADE.

Para cada : existe um unico ; tal que ¢(z; ;) = VERDADE.
Logo, / é a codificadacao de uma permutacao

m(1),m(2),...,m(n)
dos vértices de &, onde
m(1) = j < t(z; ;) = VERDADE.

Para cada k&, (7(k), 7(k + 1)) € uma aresta de G.
LLogo, (m(1),7(2),...,7(n)) € um caminho hamiltoniano. J
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Exemplo 3 (cont.)

G tem caminho hamiltoniano = ¢(G) satisfativel. o

Suponha que (7 (1),7(2),...,7(n)) € um caminho
hamiltoniano, onde = € uma pernutacao dos vértices de G.
Entao

t(r; ;) = VERDADE se 7(i) = j €

t(z; ;) = FALSO se 7 (1) # 7,

é uma atribuicao de valores que satisfaz todas as clalsulas

de &(Q).

o |
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3-Satisfatibilidade
5

Problema: Dada uma formula booleana ¢ nas variaveis
x1,...,%Tn €M gque cada clausula tem exatamente 3 literais,
existe uma atribuicao

-

:{z1,...,xn} — {VERDADE, FALSO}
gue torna ¢ verdadeira?

Exemplo:

¢=(x1V-x1V-xy) A(rgVaee Ve A(—xpV-oxgV xy)

Um literal € uma variavel » ou sua negacao —u.
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Exemplo 4
~ Satisfatibilidade <p 3-Satisfatibilidade o

Descreveremos um algoritmo polinomial 7" que recebe um
formula booleana ¢ e devolve uma férmula booleana ¢’
com exatamente 3 literais por clausula tais que

¢ € satisfativel & ¢’ é satisfativel.

A transformacao consiste em substituir cada clausula de ¢
por uma colecao de clausulas com exatamente 3 literais
cada e equivalente a ¢.
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Exemplo 4 (cont.)
~ Seja (I; Vip V.- V1) uma cladsula de ¢. o

Casol. k=1
Troque (Iy) por

(LVyr V) (V-1 Vy) (IrVyr Voye) (VY -y V—ye)
onde y; e y9 Sao variaveis novas.

Caso 2. k=2

Troque (I; vV lo) por (I3 Vis Vy) (1 VIV —y). onde y € uma
variaveis nova.

Caso 3. £ =3
LMantenha (11 ViV i3). J
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Exemplo 4 (cont.)
 Caso4. k>3 o

Troque ({1 ViV --- V) por
(I1 Ve V)
(my1 VI3 Vy2) (my2 VieVys) (-ysVis Voys) ...

(mYk—3 V=1 V1)
onde v1,y9, ..., y._3 SA0 variaveis novas

Verifigue que ¢ é satisfativel < nova formula é satisfativel.

O tamanho da nova clausula é O(m), onde . € 0 numero
de literais que ocorrem em ¢ (contando-se as repeticoes).
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Problemas completos em NP

- N

Um problema IT em NP é NP-completo se cada problema
em NP pode ser reduzido a I1I.

Teorema de S. Cook e L.A. Levin: Satisfatibilidade
é NP-completo.

Se Il <p Il e II € NP-completo, entdo I’ € NP-completo.

Existe um algoritmo polinomial para um problema
NP-completo se e somente se P = NP.

o |
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Demonstracao de NP-completude

-

Para demonstrar que um problema II" € NP-completo
podemos utilizar o Teorema de Cook e Levin.

-

Para isto devemos:

# Demonstrar que II" esta en NP.
# Escolher um problema II sabidamente NP-completo.

#® Demonstrar que II <p IT'.

o |
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Cligue

- Problema: Dado um grafo G e um inteiro &, G possuium |
cligue com > k veértices?

Exemplos:

cligue com k veértices = subgrafo completo com k vértices

o |
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Cligue é NP-completo

- Clique esta em NP e 3-Satisfatibilidade <p Clique. o

Descreveremos um algoritmo polinomial 7" que recebe um
formula booleana ¢ com k clausulas e exatamente 3 literais
por cladsula e devolve um grafo G tais que

¢ € satisfativel & G possui um cliqgue > k.

Para cada clausula o grafo G tera trés vertices, um
correspondente a cada literal da clausula. Logo, G tera 3k
vertices. Teremos uma aresta ligando vértices u e v se

#® 1 e v SAo vértices gue correspondem a literais em
diferentes clausula; e

#® se u corresponde a um literal x entao v nao
L corresponde ao literal —z. J
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Cligue € NP-completo (cont.)

-

1\/5132\/333)/\(5131\/5132\/5133)
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Problemas NP-dificels

- N

Um problema 11, ndo necessariamente em NP, € NP-dificil
se a existéncia de um algoritmo polinomial para II implica
em P = NP.

Todo problema NP-completo é NP-dificil.

Exemplos:

# Encontrar um ciclo hamiltoniano é NP-dificil, mas nao é
NP-completo, pois ndo é um problema de decisao e
portanto nao esta em NP.

o Satisfabilidade é NP-completo e NP-dificil.

o |
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Mais problemas NP-dificeis

L N

Os seguintes problema séo NP-dificeis:

mochila booleana
caminho maximo

caminho hamiltoniano
escalonamento de tarefas
subset-sum

cligue maximo

cobertura por vertices

© © o o o o o 0

sistemas 0-1

Le mais um montao deles ... J
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Exerciclos

errcicio 25.A —‘
Suponha gue os algoritmos ALG e ALG/ transformam cadeias de caracteres em outras
cadeias de caracteres. O algoritmo ALG consome O(n?) unidades de tempo e o algoritmo
ALG' consome O(n*) unidades de tempo, onde n € o nimero de caracteres da cadeia de
entrada. Considere agora o algoritmo ALGALG, gue consiste na composicao de ALGe
ALG/, com ALG, recebendo como entrada a saida de ALG. Qual o consumo de tempo de

ALGALG ?

Exercicio 25.B [CLRS 34.1-4]
O algoritmo MocHILA-BOOLEANA ¢ polinomial? Justifique a sua resposta.

Exercicio 25.C [CLRS 34.1-5]

Seja ALG um algoritmo que faz um ndmero constante de chamadas a um algoritmo ALG/.
Suponha que se o0 consumo de tempo de ALG, € constante entdo o consumo de tempo de
ALG é polinomial.

/
1. Mostre que se o consumo de tempo de ALG ¢ polinomial entdo o consumo de tempo
de ALG ¢ polinomial.

/
2. Mostre que se o consumo de tempo de ALG é polinomial e ALG faz um ntimero
/
polinomial de chamadas a ALG , entdo é possivel que o consumo de tempo de ALGc
seja exponencial.
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Malis exerciclios

Exercicio 25.D [CLRS 34.2-1]
Mostre que o problema de decidir se dois grafos dados sao isomorfos esta em NP.

Exercicio 25.E [CLRS 34.2-2]
Mostre que um grafo bipartido com um nimero impar de vértices ndo € hamiltoniano (=
possui um ciclo hamiltoniano).

Exercicio 25.F [CLRS 34.2-3]

Mostre que se o problema do Ciclo hamiltoniano estd em ], entdo o problema de listar os
vértices de um ciclo hamiltoniano, na ordem em que eles ocorrem no ciclo, pode ser
resolvido em tempo polinomial.

Exercicio 25.G [CLRS 34.2-5]
Mostre que qualquer problema em NP pode ser resolvido por um algoritmo de consumo de
tempo 2°7° onde n é o tamanho da entrada e ¢ é uma constante.

Exercicio 25.H [CLRS 34.2-6]
Mostre que o problema do Caminho hamiltoniano esta em NP.

Exercicio 25.1 [CLRS 34.2-7]
Mostre que o problema do caminho hamiltoniano pode ser resolvido em tempo polinomial

em grafos orientado aciclicos.
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Malis exerciclios

errcicio 25.) [CLRS 34.2-8] T
Uma formula booleana ¢ é uma tautologia se t(¢) = VERDADE para toda atribuicdo de
t : {variaveis} — {VERDADE, FALSO }. Mostre que o problema de decidir se uma dada
formula booleana é uma tautologia esta em co-NP.

Exercicio 25.K [CLRS 34.2-9]
Prove que P C co-NP.

Exercicio 25.L [CLRS 34.2-10]
Prove que se NP # co-NP, entao P # NP.

Exercicio 25.M [CLRS 34.2-11]

Se G é um grafo conexo com pelo menos 3 vértices, entdo G2 é o grafo que se obtém a
partir de G ligando-se por uma aresta todos os pares de vértices que estao conectados em
G por um caminho com no maximo trés arestas. Mostre que G3 € hamiltoniano.

Exercicio 25.N [CLRS 34.3-2]
Mostre que se 11; <p Il e IIs <p II3, entdo II; <p Ils.

o |
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Malis exerciclios
errcicio 25.0 [CLRS 34.3-7] T

Suponha que II e II’ sédo problemas de decisdo sobre 0 mesmo conjunto de instancias e
que I1(I) = sim se e somente se I1'(I) = NAO. Mostre que IT € NP-completo se e somente
se I1’ é co-NP-completo.

(Um problema I1’ é co-NP-completo se IT’ esta em co-NP e II <p II’ para todo problema II
em co-NP.)

Exercicio 25.P [CLRS 34.4-4]
Mostre que o problema de decidir se uma férmula boolena é uma tautologia &
co-NP-completo. (Dica: veja o exercicio 25.0.)

Exercicio 25.Q [CLRS 34.4-6]

/
Suponha que ALG éum algoritmo polinomial para Satisfatibilidade. Descreva um algoritmo
polinomial ALG que recebe um férmula booleana ¢ e devolve uma atribuicao
t : {variaveis} — {VERDADE, FALSO} tal que t(¢) = VERDADE.

Exercicio 25.Q [CLRS 34.5-3]
Prove que o problema Sistemas lineares 0-1 € NP-completo.

Exercicio 25.R [CLRS 34.5-6]
Mostre que o problema C aminho hamiltoniano € NP-completo.
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Mais um exercicio

Exercicio 25.S [CLRS 34.5-7]
Mostre que o problema de encontrar um ciclo de comprimento maximo € NP-completo.

o |
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