Conjuntos disjuntos dinamicos

- N

CLRS 21
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Conjuntos disjuntos

 Seja S ={51,5,...,5,} uma colecdo de conjuntos o
disjuntos, ou seja,
S, N Sj = ()

para todo i # ;.



Conjuntos disjuntos

 Seja S ={51,5,...,5,} uma colecdo de conjuntos o
disjuntos, ou seja,

S, N Sj = ()
para todo i # ;.

Exemplo de colecao disjunta de conjuntos: componentes
conexos de um grafo

a b e f h J
O O O . @
G
o O O
C d g 1

componentes = conjuntos disjuntos de vertices

- {a.be.dy {e.f.g} {hi} 1)) N
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Colecao disjunta dinamica

fConjuntos sao modificados ao longo do tempo T
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Colecao disjunta dinamica

fConjuntos sao modificados ao longo do tempo T
Exemplo: grafo dinamico

a b € f h J
O O O O
G
O O O
C d g ?

aresta componentes

- {a} {0} {c} {d} {e} {f} {o} {0} (&} i} |

oooooooooo




Colecao disjunta dinamica

fConjuntos sao modificados ao longo do tempo T
Exemplo: grafo dinamico

a b € f h J
O O O O
G
O O O
C d g ?

aresta componentes

 d) {ay {bdy {e} {e} () Lo} 0} G} Y
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Colecao disjunta dinamica

fConjuntos sao modificados ao longo do tempo T
Exemplo: grafo dinamico

a b € f h J
O O O O
G
O O O
C d g ?

aresta componentes

(a9 Aay bdy {e} {e. g} {0 G} Y
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Colecao disjunta dinamica

fConjuntos sao modificados ao longo do tempo T
Exemplo: grafo dinamico

a b € f h J
O O O O
G
O O
C d g 2

aresta componentes

a, c a,ct {1b,d} {e, ht 11 '
o (a,c) {a,c} {b,d} {e.g} {f} {n} {7} {4} |
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Colecao disjunta dinamica

fConjuntos sao modificados ao longo do tempo T
Exemplo: grafo dinamico

a b € f h J
O O O O
G
O O O
C d g 2

aresta componentes

h,i a,ct {b,d} {e, h,1 '
. (h, 1) {a,c} {b.d} {e.q} {f} {h,i} {j} »
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Colecao disjunta dinamica

fConjuntos sao modificados ao longo do tempo T
Exemplo: grafo dinamico

a b € f h J

O O O O O
G

O O O O

C d g 2

aresta componentes

a,b a,b,c,d} qe, h,i '
o (a,0) { P {egr Ay {ndr U} |
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Colecao disjunta dinamica

fConjuntos sao modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dinamico

a b € f h

O O O O O
G

O O O O

C d g 7

aresta componentes

L (€7f> {a7b7c7d} {€7f7g} {h72} {]}




Colecao disjunta dinamica

fConjuntos sao modificados ao longo do tempo T
Exemplo: grafo dinamico

a b € f h J
O O O O O
G
O O O
C d g 2

aresta componentes

b, c a,b,c,d} qe, h,i '
o (b, ¢) { P {egr Ay {ndr U} |
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Operacoes basicas
s

Cada conjunto tem um representante.

colecao de conjuntos disjuntos.

MAKESET (x): r € elemento novo
S — SuUuA{xr}
UNION (z,y): r € y em conjuntos diferentes

S—8—{9,5,U{S,US,}
r estaem S, e y estaem Sy

FINDSET (z): devolve representante do conjunto
gue contém x

o |
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Connected-Components

o N

Recebe um grafo &G e contrdéi uma representacao dos
componentes conexos.

CONNECTED-COMPONENTS (G)

1 para cada vértice v de ¢ faca

2 MAKESET (v)

3 paracada aresta (u,v) de G faca
4 se FINDSET (u) # FINDSET (v)
5 entao UNION (u, v)
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Consumo de tempo

~ n:=nGmero de vértices do grafo
m := numero de arestas do grafo



Consumo de tempo

~n:=namero de vértices do grafo o
m := numero de arestas do grafo

o

linha consumo de todas as execucoes da linha

= O(n)

— n x consumo de tempo MAKESET
= ©(m)

— 2m x consumo de tempo FINDSET
< n x consumo de tempo UNION

o b W DN PP

total < O(n+m)+n x consumo de tempo MAKESET
+2m x consumo de tempo FINDSET
+n x consumo de tempo UNION

|
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Same-Component

- | N

ecide se u e v estao no mesmo componente:

SAME-COMPONENT (u, )

1 se FINDSET (u) = FINDSET (v)
2 entdao devolva SIM
3 sendo devolva NAO
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Algoritmo de Kruskal

o N

Encontra uma arvore geradora minima (CLRS 23).

MST-KRUSKAL (G,w) > G conexo

A0
para cada vértice v faca
MAKESET (v)
coloque arestas em ordem crescente de w

para cada aresta uv em ordem crescente de w faca
se FINDSET (u) # FINDSET (v)

entdo A — AU {uv}
UNION (u, v)
devolva A

© 00O N OO0 &~ WDN P
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Conjuntos disjuntos dinamicos

-

Seqguéncia de operacoes MAKESET, UNION, FINDSET

M MM UFUUFUUFF F U F

N ——’
n

\ J/

9

3

Que estrutura de dados usar?
Compromissos (trade-offs)

o

-



Algumas possibilidades

-

(a) cada conjunto é representado por uma lista ligada
circular

-

(b) cada conjunto é representado por uma arvore
enraizada de altura 1.



Algumas possibilidades
=

(a) cada conjunto é representado por uma lista ligada
circular

(b) cada conjunto é representado por uma arvore
enraizada de altura 1.

Consumo de tempo (a) (b)
MAKESET O(1) O(1)
UNION/LINK O(n)/O(1) O(n)
FINDSET O(n) O(1)



Algumas possibilidades
=

(a) cada conjunto é representado por uma lista ligada
circular

(b) cada conjunto é representado por uma arvore
enraizada de altura 1.

Consumo de tempo (a) (b)
MAKESET O(1) O(1)
UNION/LINK O(n)/O(1) O(n)
FINDSET O(n) O(1)

Uma seqiiéncia de m operagdes consume tempo ©(m?)
no pior caso.

LConsumo de tempo amortizado por operacéo € O(m). J
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Melhoramento: welghted-union

fNa segunda opcao, armazene adicionalmente T
o tamanho de cada conjunto.
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Melhoramento: welghted-union

fNa segunda opcao, armazene adicionalmente T
o tamanho de cada conjunto.

Na uniao, altera-se os apontadores para
0 representante de cada elemento do conjunto menor.

o |
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Melhoramento: welghted-union

fNa segunda opcao, armazene adicionalmente T
o tamanho de cada conjunto.

Na uniao, altera-se os apontadores para
0 representante de cada elemento do conjunto menor.

O custo de pior caso de cada operacao nao se altera,
mas o custo amortizado melhora.

o |
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Melhoramento: weighted-union

fNa segunda opcao, armazene adicionalmente T
o tamanho de cada conjunto.

Na uniao, altera-se os apontadores para
0 representante de cada elemento do conjunto menor.

O custo de pior caso de cada operacao nao se altera,
mas o custo amortizado melhora.

Como fazer esta analise?

o |
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Melhoramento: welghted-union

fNa segunda opcao, armazene adicionalmente T
o tamanho de cada conjunto.

Na uniao, altera-se os apontadores para
0 representante de cada elemento do conjunto menor.

O custo de pior caso de cada operacao nao se altera,
mas o custo amortizado melhora.

O apontador para o representante de cada elemento «

pode ser alterado no maximo lg n vezes, pois o tamanho do
conjunto que contém x dobra a cada alteracao.

o |
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Melhoramento: welghted-union

~ Na segunda opgéo, armazene adicionalmente o
o tamanho de cada conjunto.

Na uniao, altera-se os apontadores para
0 representante de cada elemento do conjunto menor.

O custo de pior caso de cada operacao nao se altera,
mas o custo amortizado melhora.

O apontador para o representante de cada elemento «
pode ser alterado no maximo lgn vezes, pois o tamanho do
conjunto que contém x dobra a cada alteracao.

Conclusao: uma sequéncia de m operacoes MAKESET,
UNION e FINDSET, sendo que n sdo MAKESET, consome

Ltempo O(m +nlgn). J
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Estrutura disjoint-set forest

o

a b f
O O O O O
G
O O O
C d g 1

# cada conjunto tem uma raiz, que € 0 Seu representate
#® cada no x tem um pas

® pailr] = xr Se e sOsereéumaraiz

B |



Estrutura disjoint-set forest

Q @

aI AWAS

#® cada conjunto tem uma raiz
#® cada no z tem um pai

® pailr] =2 Se e sO ser e umaraiz

o |
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o

I\/IakeSeT@ e FIndSet

Q Q

aI AWAS

MAKESET, (z) FINDSET, (z)
1 pailr] —x 1 enquanto pai|x| # = faca
2 T < pai|x]

3 devolva z
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FiﬂdSth

FINDSET; (z)

1 se pailr] ==
2 entao devolva =«
L 3 senao devolva FINDSET; (pai[x]) J
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Uniono

. Q Q

aI AWAS

UNIONg (z,7)

1 2/ < FINDSET, (2)
2 4 «— FINDSET) ()

L 3 paily] «— 2 J
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Uniong

B bQ , UNIONy (a, f)

INC@
AN

UNIONg (z,y)

1 2/ — FINDSET, ()
2 ' — FINDSET, (v)

3 paily] <o |
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Uniong

B bQ , UNIONy (a, f)

SN
1A

UNIONg (z,y)

1 2/ — FINDSET, ()
2 ' — FINDSET, (v)

3 paily] <o |
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MakeSet, Uniony e FIndSef
.~ MAKESET (z) o

1 pailz] — o

UNIONg (2, )

1 2/« FINDSET) (z)
2 4 — FINDSET, (y)
3  paily] «— o

FINDSET; (z)

1 se pailr] ==

2 entdo devolva =

3 senao devolva FINDSET; (pai|z])

o |
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Consumo de tempo

MAKESET, O(1)
UN|ON0 O(n)
FINDSET, O(n)

M MM UFUUFUZFFF U F

\ . J/
~

n

N J/

9

3

Custo total da sequéncia:
L nO(1) +n0(n)+ mO(n) = O(mn) J
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Melhoramento 1: union by rank

- QOQT

Q@
1{ oSN

rank|x] = posto do nd x MAKESET (x)

1 pailz] — o

L 2 rank|x| < 0 J
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Melhoramento 1: union by rank

Q). wonin OQT
{ N Q. ?

VAN

rank|x] = posto do nd x MAKESET (x)

-

0

1 pailr] —x

L 2 rank|r] <0 J
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Melhoramento 1: union by rank

. QQI UNION (z, y) Q

rank|x] = posto do nd x MAKESET (x)
1 pailr] —x

L 2 rank|r] <0 J
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I\/Ielhoramento 1: union by rank
rank|x rank |y rank|x __W

A A /\\/(

Tank Tank Tank

/\ A-AZ
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Melhoramento 1: union by rank

-

UNION (z,y) > com “union by rank”

v« FINDSET (z)
y' < FINDSET (y) > supOe que 2z’ # 3/
se rank[x'] > rank[y]
entdo paily'] « o’
senao pailr'] «—
se rank[x'] = rank[y/]
entdo rankly'] < rank[y’] + 1

~N O O b W DN



Melhoramento 1: estrutura

-

rank|r] < rank|pailz]] para cada no x
rank|x] = rank|pailz]] Se e SO se z é raiz

rank|pai|z]] € uma funcao nao-decrescente do tempo

nimero de nés de uma arvore de raiz » é > 2ranklz]
naimero de nds de posto &k é < n /2.

© o o ©o o @

altura(x) = rank|z] <lgn para cada no x

altura(z) == comprimento do mais longo caminho
gue vai de = até uma folha

o |
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Melhoramento 1: custo
fSeqUéncia de operacoes MAKESET, UNION, FINDSET

M MM UJFUUF UUFF F U F

A\ . 4
N

n

m
altura(x) < lgn para cada no x

Consumos de tempo:  MAKESET O(1)
UNION O(lgn)
FINDSET O(lgn)

LConsumo de tempo total da sequéncia: O(mlgn)

|
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Melhoramento 2: path compron
f /\

/ FINDSET(x

Algoritmos — p. 25



I\/Ielhoramento 2. path compron

W/\

FINDSET (z
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-

Melhoramento 2: path compression

© o o o o o

-

FINDSET (x) > com “path compression”
1 se x # pailx]

2 entdo pailr] < FINDSET (pai[x])

3 devolva pai|z]

rank|x] < rank|pai|z|] para cada no x
rank|x] = rank|pai|r]] Se e SO se x é raiz
rank|pai|r]] € uma fungao nado-decrescente do tempo

nimero de nés de uma arvore de raiz z é > 27kl

namero de nds de posto &k é < n /2"
altura(x) < rank|z] < lgn para cada no z

|

Algoritmos — p. 26



Funcao log-estrela

n lg*n
~ 1g"n é o menor  tal que R o

lglg ... lgn <1 2 1
e — 3 9
k 4 2
5 3
15 3
16 3
065535 4

65536

TN

100000000000000000 - - - 000000000000 5

o % - |
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Tempo amortizado

- N

Se conjuntos disjuntos sao representados atraves de
disjoint-set forest com union by rank e path compression,
entao uma seguéncia de m operacoes MAKESET, UNION
e FINDSET, sendo que n sao MAKESET, consome tempo
O(mlg™ n).

o |
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Exerciclos

Exercicio 24.A [CLRS 21.1-3]

Quando CONNECTED-COMPONENTS é aplicado a um grafo G = (V, E) com k

componentes, quantas vezes FINDSET é chamado? Quantas vezes UNION é chamado?
Dé respostas em termos de &, |V e |E|.

Exercicio 24.B [CLRS 21.3-1]
Faca uma figura da floresta produzida pela seguinte seqtiéncia de operacoes:
01 parai« 1atél6

02 faca MAKESET (2,)

03 para i« 1 atélb em passos de 2
04 faca UNION (z;, zi41)

05 para i« 1até 13 em passos de 4
06 faca UNION (z;, 2:42)

07  UNION (z1, z5)
08  UNION (211, 213)
09  UNION (21, z10)
10 FINDSET (22)

\— 11 FINDSET (29) J
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Malis exerciclios

Exercicio 24.C [CLRS 21.3-2]

Escreva uma vers3o iterativa de FINDSET com “path compression”,

Exercicio 24.D [CLRS 21.3-3]
Dé uma seqiéncia de m MAKESET, UNION e FINDSET,, n das quais s&o
MAKESET, que consome Q(mlgn).

Exercicio 24.E

Digamos que h[z] é a altura do n6 = (= comprimento do mais longo caminho que vai de x
até uma folha) na estrutura disjoint-set forest. Mostre que rank[x] > h[z]. Mostre que
UnNioN (z,y) nem sempre pendura a arvore mais baixa na mais alta.

Exercicio 24.F [CLRS 21.4-2]

Mostre que o posto de cada n6 na estrutura disjoint-set forest € no maximo |lgn | ou seja,
que rank[x| < lgn. (Sugestdo: Mostre inicialmente que para cada raiz x temos

granklz] < onde n, é o nimero de nés na arvore que contém x.)

o |
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Mais um exercicio

Exercicio 24.G [CLRS 21.4-4]

Considere uma versao simplificada da estrutura disjoint-set forest que usa a heuristica
“union by rank” mas ndo usa a heuristica “path compression”. (Em outras palavras, usa as
operacoes MakeSET, UNION e FINDSETO.) Mostre que essa simplificacdo consome
tempo

O(mlgn) .

Como de habito, m € o numero total de operacoes e n € 0 numero de operacoes
MAKESET. (Sugestéo: Use o exercicio CLRS 21.4-2.)

o |
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