Analise amortizada
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Analise amortizada

-

Serve para analisar uma sequéncia de operacoes ou
iteracOes onde o pior caso individual nao reflete o pior caso
da seguéncia.

-

Em outras palavras, serve para melhorar analises de pior
caso que baseiem-se diretamente no pior caso de uma
operacao/iteracao e que deem uma delimitacao frouxa para
0 tempo de pior caso da seguéncia.

Metodos:

# agregado
# por creditos
# potencial
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Odometro binario

-

fConsidere um contador binario, inicialmente zerado,
representado em um vetor A|0..n — 1], onde cada A[:] vale
O ou 1.
Operacao: incrementa.

INCREMENTA (A, n)

1 1+0

2 enquanto i <ne Al =1faca
3 Ali] < 0

4 14— 1+ 1

S5 Sei<n

6 entao Ali] + 1

LConsumo de tempo no pior caso: B(n) J
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Odometro binario

L N

Considere um contador binario, inicialmente zerado,
representado em um vetor A|0..n — 1], onde cada A[:] vale
O ou 1.

Operacao: INCREMENTA.
Consumo de tempo no pior caso: O(n).

O odometro da uma volta completa a cada 2™ execucoes
dO INCREMENTA.

Quanto tempo leva para o odometro dar uma volta
completa?

Leva O(n2™).

LSeré que é O(n2")? J
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Odometro binario
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Odometro binario
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Metodo agregado

-

Custo da volta completa é proporcional
ao numero de vezes gque 0s bits sao alterados.

bit 0 muda 2" vezes
bit 1 muda 2! vezes
bit 2 muda 2" 2 vezes

bit n — 2 muda 4 vezes
bit n — 1 muda 2 vezes

Total de alterag6es de bits: >0, 2¢ < 2. 2™,

Custo da volta completa: ©(2").
LCusto amortizado por INCREMENTA: ©O(1). J
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Analise por creditos

-

fAtribuimos um numero fixo de créditos por operacao
INCREMENTA de modo a pagar por toda alteracao de bit.

Objetivo: atribuir o menor numero possivel de créditos que
seja ainda suficiente para pagar por todas as alteracoes.

Relembre...

INCREMENTA (A, n)

1 140
2 enquanto i <ne Al =1faca
3 Ali] + 0
S 14— 1+ 1
6 sei<n
L / entdo Ali] « 1 J
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Analise por creditos

fAtribUI’mOS 2 creditos por INCREMENTA. T
INCREMENTA (A, n)
1 ++0
2 enquanto i <ne Al =1faca
3 Ali] <0
4 11+ 1
5 seir<n
6 entao Ali] «+ 1

Um é usado para pagar pela alteracao da linha 6.
O outro fica armazenado sobre o bit alterado na linha 6.
Ha& um crédito armazenado sobre cada bit que vale 1.

AlteracOes da linha 3 sao pagas por créditos armazenados
or chamadas anteriores do INCREMENTA. J
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Analise por creditos

fAtribUI’mOS 2 creditos por INCREMENTA. T
INCREMENTA (A, n)
1 i+0
2 enquanto i <ne Al =1faca
3 Ali] + 0
4 i< 1+1
5 sei<n
6 entao Ali] + 1

Um é usado para pagar pela alteracao da linha 6.
O outro fica armazenado sobre o bit alterado na linha 6.

O numero de créditos armazenados em cada instante é o
numero de bits que valem 1, logo é sempre nao negativo.

LCUS’[O amortizado por INCREMENTA. 2 J
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Metodo do potencial
-

Seja ¢(A) o numero de bits que valem 1 em A[0..n — 1].

-

Seja A; o0 estado do contador A apOs 0 i-€SiMO INCREMENTA.
Note que ¢(Ap) =0e ¢(A;) > 0.

Seja ¢; 0 numero de bits alterados no i-€Simo INCREMENTA.

Note que ¢; < 1+ ¢; onde ¢; € o numero de bits 1
consecutivos no final do contador A.

Note que ¢(A,) — o(A; 1) < 1—1.

Sejac; =ci+ d(Ai) — o(Ai—1) < (T+t) + (1 —1;) = 2.
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Metodo do potencial

fSeja ¢(A) o numero de bits que valem 1 em A[0..n — 1]. T

Seja A; 0 estado do contador A apOs 0 i-€SiMO INCREMENTA.
Temos que ¢(Ag) =0e ¢(A;) > 0.

Seja ¢; 0 numero de bits alterados no i-€SIMO INCREMENTA €
t;, € o numero de bits 1 consecutivos no final do contador A.
Temos que ¢; <1 +1;.

Seja C; = C; + gb(AZ) — qb(AZ_l) < (1 + ti) -+ (1 — ti) = 2.
Entao o custo da volta completa &

2" 2" 2"

c= ) ¢ =Y G+o(Ag) —p(Ax) < D & < 2-2",

1=1 1=1 1=1

LCusto amortizado por INCREMENTA: 2 > (valor do éi)J
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Tabelas dinamicas

o N

Vetor que sofre insercdes. Cada insercao custa 1.
Inicialmente o vetor tem O posicoes.

Na primeira insercao, um vetor com uma posicao &
alocado, e o item em questéo é inserido.

A cada insercao em que o vetor esta cheio, antes da
Insercao propriamente dita, um vetor do dobro do tamanho
é alocado, o vetor anterior é copiado para o0 novo vetor e
depois é desalocado.

O custo no pior caso de uma insercéao ¢ alto,
pois pode haver uma realocacao.

|
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Tabelas dinamicas
fParaz’:O,l,z,...,n—l, T

1 seinao é poténcia de 2
C;, = , ~ )
‘ i+1 seiépoténciade 2

Metodo agregado:

n—1

Y ci=n+(1+2+2%+--- 29
i=0

onde k = |lgn].
Logo 7 ¢ =n+ 21 —1<n+2n—1 < 3n.

\_Custo amortizado por insergao: 3 J
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Analise por creditos

fChame de velho um item que ja estava no vetor no T
momento da ultima realocacao do vetor, e de novos 0s
itens inseridos apos a ultima realocacao.

Atribuimos 3 creditos por insercao:

um € usado para pagar pela insercao do item,
0S outros dois sao armazenados sobre o item.

Ao ocorrer uma realocacao, ha 2 créditos sobre cada item
NOVO No vetor, e isso é suficiente para pagar pela copia de
todos os itens do vetor para 0 novo vetor pois, quando o
vetor esta cheio, ha um item novo para cada item velho.

Em outras palavras, o segundo credito paga a copia do

item na primeira realocacao que acontecer apos a sua

Insercao, e o terceiro crédito paga a copia de um item velho
Lnesta mesma realocacao. J
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T
n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.



Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T
n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.



Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T
n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.

Como Ty € vazia, ng = sg = 0, e portanto ¢(7y) = 0.
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T
n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.

Como Ty € vazia, ng = sg = 0, e portanto ¢(7y) = 0.
Como n&o ha remocéo, n; > s;/2. Logo ¢(7;) > 0.
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Algoritmos — p. 16



Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T
n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.

Como Ty € vazia, ng = sg = 0, e portanto ¢(7y) = 0.
Como n&o ha remocéo, n; > s;/2. Logo ¢(7;) > 0.

1 sei—1nao e poténcia de 2

Lembre-se que ¢; = , A
que a { i sei—1époténcia de 2
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T
n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.

Como Ty € vazia, ng = sg = 0, e portanto ¢(7y) = 0.
Como n&o ha remocéo, n; > s;/2. Logo ¢(7;) > 0.

1 sei—1nao e poténcia de 2
i sei—1e poténcia de 2
Custo amortizado: ¢; = ¢; + o(T;) — ¢(Ti-1)

Lembre-se que ¢; = {

o |

Algoritmos — p. 16



Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T

n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.

Como Ty € vazia, ng = sg = 0, e portanto ¢(7y) = 0.
Como n&o ha remocéo, n; > s;/2. Logo ¢(7;) > 0.

1 sei—1nao e poténcia de 2
i sei—1e poténcia de 2
Custo amortizado: ¢; = ¢; + o(T;) — ¢(Ti-1)

Lembre-se que ¢; = {

Note que n; = n;_1 + 1.
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T

n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.

Como Ty € vazia, ng = sg = 0, e portanto ¢(7y) = 0.
Como n&o ha remocéo, n; > s;/2. Logo ¢(7;) > 0.

1 sei—1nao e poténcia de 2
i sei—1e poténcia de 2
Custo amortizado: ¢; = ¢; + o(T;) — ¢(Ti-1)

Note que n; = n;_1 + 1.

Lembre-se que ¢; = {

Sei—1né&o é poténciade 2,entdoc; = 1€ s; = s;_1.
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T

n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.

Como Ty € vazia, ng = sg = 0, e portanto ¢(7y) = 0.
Como n&o ha remocéo, n; > s;/2. Logo ¢(7;) > 0.

1 sei—1nao e poténcia de 2
i sei—1e poténcia de 2
Custo amortizado: ¢; = ¢; + o(T;) — ¢(Ti-1)

Note que n; = n;_1 + 1.

Lembre-se que ¢; = {

Sei—1né&o é poténciade 2,entdoc; = 1€ s; = s;_1.
LAssim c; =1+ (2774' — Sz') — (27%_1 — 5@'—1) =142=23. J
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercgao T
n;: numero de itens na tabela7; s;: tamanho da tabela 7.
gb(TZ) — 27% — S5

1 sei—1nao e poténcia de 2

i sSei—1e poténcia de 2

Custo amortizado: ¢; = ¢; + ¢(T;) — ¢(Ti—1)

Lembre-se que n; = n;_1 + 1.

Lembre-se que ¢; = {

Se i — 1 é poténciade 2, entao ...

o |

Algoritmos — p. 17



Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercgao T
n;: numero de itens na tabela7; s;: tamanho da tabela 7.
gb(TZ) — 27% — S5

1 sei—1nao e poténcia de 2

i sSei—1e poténcia de 2

Custo amortizado: ¢; = ¢; + ¢(T;) — ¢(Ti—1)

Lembre-se que n; = n;_1 + 1.

Lembre-se que ¢; = {

Se i — 1 é poténciade 2, entao ...
ci = 1, S; = 28;_1 e s;i_1=n;—_1=1—1.
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercgao T
n;: numero de itens na tabela7; s;: tamanho da tabela 7.
gb(TZ) — 27% — S5

1 sei—1nao e poténcia de 2

i sSei—1e poténcia de 2

Custo amortizado: ¢; = ¢; + ¢(T;) — ¢(Ti—1)

Lembre-se que n; = n;_1 + 1.

Lembre-se que ¢; = {

Se i — 1 é poténciade 2, entao ...
ci = 1, S; = 28;_1 e s;i_1=n;—_1=1—1.

Assim & = i+ (2ni— si) — (2ni_1 — si_1)
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercgao T
n;: numero de itens na tabela7; s;: tamanho da tabela 7.
gb(TZ) — 27% — S5

1 sei—1nao e poténcia de 2

i sSei—1e poténcia de 2

Custo amortizado: ¢; = ¢; + ¢(T;) — ¢(Ti—1)

Lembre-se que n; = n;_1 + 1.

Lembre-se que ¢; = {

Se i — 1 é poténciade 2, entao ...
ci = 1, S; = 28;_1 e s;i_1=n;—_1=1—1.

Assim & = i+ (2ni— si) — (2ni_1 — si_1)

= 1+ (2(717;_1 + 1) — 282'_1) — Ni_1
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercgao T
n;: numero de itens na tabela7; s;: tamanho da tabela 7.
gb(TZ) — 27% — S5

1 sei—1nao e poténcia de 2

i sSei—1e poténcia de 2

Custo amortizado: ¢; = ¢; + ¢(T;) — ¢(Ti—1)

Lembre-se que n; = n;_1 + 1.

Lembre-se que ¢; = {

Se i — 1 é poténciade 2, entao ...
ci = 1, S; = 28;_1 e s;i_1=n;—_1=1—1.

Assim & = i+ (2ni— si) — (2ni_1 — si_1)

1+ (2(717;_1 + 1) — 282'_1) — Ni_1
= 1+ (2 +nj—1 — 282'_1)
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercgao

-

n;: numero de itens na tabela7; s;: tamanho da tabela 7.

gb(TZ) — 27% — S5
1 sei—1nao e poténcia de 2
i sSei—1e poténcia de 2

Custo amortizado: ¢; = ¢; + ¢(T;) — ¢(Ti—1)
Lembre-se que n; = n;_1 + 1.

Lembre-se que ¢; = {

Se i — 1 é poténcia de 2, entao .

ci =1 S;=28_1 € Sj_1=mn;_ 122—1

AssIm & o= i+
= 4
= 4

B i

|
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