Alguns comentarios

-

# Segunda prova
# Programacao dinamica em grafos

#® Guloso em grafos
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Problema dos intervalos disjuntos

fProbIema: Dados intervalos [s[1], f[1]), ..., |s[n], fIn]), T
encontrar colecao maxima de intervalos disjuntos dois
a dois.

Solugao € um subconjunto A de {1,...,n}.
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Problema dos intervalos disjuntos

fProbIema: Dados intervalos [s[1], f[1]), ..., |s[n], fIn]), T
encontrar colecao maxima de intervalos disjuntos dois
a dois.

Solugao € um subconjunto A de {1,...,n}.
Exemplo:

s1] Fl]

I

.
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Problema dos intervalos disjuntos

fProbIema: Dados intervalos [s[1], f[1]), ..., |s[n], fIn]),
encontrar colecao maxima de intervalos disjuntos dois

ad
So

0IS.

ucdo é um subconjunto A de {1,...,n}.

So

ucao:

s[1] Fl]

s|4]

fl4]

-
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Problema dos intervalos disjuntos

fProbIema: Dados intervalos [s[1], f[1]), ..., |s[n], fIn]),
encontrar colecao maxima de intervalos disjuntos dois

ad
So

0IS.

ucdo é um subconjunto A de {1,...,n}.

So

ucao:

si2] | f12

s6]

f16]

-
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Escolha gulosa
o

Se f[i] € minimo em S,

ntervalos S :={1,...,n}

entao EXISTE uma solucao 6tima A tal que : € A.

Demonstracao dessa propriedade na aula.
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Algoritmo guloso

fDevoIve colecao maxima de intervalos disjuntos dois a dois.j

INTERVALOS-DISJUNTOS (s, f, n)
ordene s e f de tal forma que f|1] < f[2] < - < fn]
A+ {1}
1 <— 1
para j < 2 até n faca
se s[j] > fli]
entdo A+ AU{j}
14— )

~N~No oab~hwdNDEFE O

devolva A

B
|

Algoritmos —p. 4



Algoritmo guloso

fDevoIve colecao maxima de intervalos disjuntos dois a dois.j

INTERVALOS-DISJUNTOS (s, f, n)
ordene s e f de tal forma que f|1] < f[2] < - < fn]
A+ {1}
1 <— 1
para j < 2 até n faca
se s[j] > fli]
entdo A+ AU{j}
14— )
devolva A

~N~No oab~hwdNDEFE O

Na linha 3 vale que

(10) A é colecao maxima
L de intervalos disjuntos de (s, f,7—1) J
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Algoritmo guloso

fDevoIve colecao maxima de intervalos disjuntos dois a dois.j

INTERVALOS-DISJUNTOS (s, f, n)
ordene s e f de tal forma que f|1] < f[2] < - < fn]
A+ {1}
1 <— 1
para j < 2 até n faca
se s[j] > fli]
entdo A+ AU{j}
14— )
devolva A

~N~No oab~hwdNDEFE O

Consumo de tempo da linha 0 &€ ©(nlgn).
Consumo de tempo das linhas 1-7 é O(n).

o

Algoritmos —p. 4



Coloracao de intervalos

-

fProblema: Dados intervalos de tempo |s1, f2), ..., [Sn, fn),
encontrar uma coloracao dos intervalos com o menor
numero possivel de cores em que dois intervalos de
mesma cor sempre sejam disjuntos.
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Coloracao de intervalos

-

fProblema: Dados intervalos de tempo |s1, f2), ..., [Sn, fn),
encontrar uma coloracao dos intervalos com o menor
numero possivel de cores em que dois intervalos de
mesma cor sempre sejam disjuntos.

Solucao: particao de {1,...,n} em colecOes de intervalos
dois a dois disjuntos.

e

—

S e

4 cores
| |
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Coloracao de intervalos

-

fProblema: Dados intervalos de tempo |s1, f2), ..., [Sn, fn),
encontrar uma coloracao dos intervalos com o menor
numero possivel de cores em que dois intervalos de
mesma cor sempre sejam disjuntos.

Solucao: particao de {1,...,n} em colecOes de intervalos
dois a dois disjuntos.

e

—

S e

3 cores
| J
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Coloracao de intervalos

-

fProblema: Dados intervalos de tempo |s1, f2), ..., [Sn, fn),
encontrar uma coloracao dos intervalos com o menor
numero possivel de cores em que dois intervalos de
mesma cor sempre sejam disjuntos.

Solucao: particao de {1,...,n} em colecOes de intervalos
dois a dois disjuntos.

e

—

S e

2 cores!
| J
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Motivacao

Queremos distribuir um conjunto de atividades no menor
numero possivel de salas.
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Motivacao

Queremos distribuir um conjunto de atividades no menor
numero possivel de salas.

Cada atividade a; ocupa certo intervalo de tempo |[s;, fi) €

duas atividades podem ficar na mesma sala somente se
0S correspondentes intervalos sao disjuntos.
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Motivacao

Queremos distribuir um conjunto de atividades no menor
numero possivel de salas.

Cada atividade a; ocupa certo intervalo de tempo |[s;, fi) €
duas atividades podem ficar na mesma sala somente se
0S correspondentes intervalos sao disjuntos.

Cada sala corresponde a uma cor. Queremos usar o menor
numero possivel de cores para pintar todos os intervalos.

e

—

o |
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Coloracao de intervalos

fEstratégias gulosas: T

# Encontre uma colecao disjunta maxima de intervalos,
pinte com a proxima cor disponivel e repita a idéia para
os intervalos restantes.

# Ordene as atividades de maneira que
fl1] < f[2] < --- < f[n] e pinte uma a uma nesta ordem

sempre usando a menor cor possivel para aquela
atividade.

# Ordene as atividades de maneira que
s|1] < s)2] < --- < s|n| e pinte uma a uma nesta ordem

sempre usando a menor cor possivel para aquela
atividade.

Algoritmos — p. 7



Coloracao de intervalos

fEstratégias gulosas: T

#» Encontre uma colecéao disjunta maxima de intervalos,
pinte com a proxima cor disponivel e repita a idéia para
0s intervalos restantes.

# Ordene as atividades de maneira que
fl1] < fI2] < --- < f|n] e pinte uma a uma nesta ordem
sempre usando a menor cor possivel para aquela
atividade.

# Ordene as atividades de maneira que
s|1] < s)2] < --- < s|n| e pinte uma a uma nesta ordem
sempre usando a menor cor possivel para aquela
atividade.
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Coloracao de intervalos

Estratégias gulosas:
# Encontre uma colecao disjunta maxima de intervalos,

pinte com a proxima cor disponivel e repita a idéia para
oS intervalos restantes.

Ordene as atividades de maneira que
fl1] < f[2] < --- < fIn] e pinte uma a uma nesta ordem

sempre usando a menor cor possivel para aquela
atividade.

Ordene as atividades de maneira que

s|1] < s[2] <--- < s|n| e pinte uma a uma nesta ordem
sempre usando a menor cor possivel para aquela
atividade.

|
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Coloracao de intervalos

Estratégias gulosas:
# Encontre uma colecao disjunta maxima de intervalos,

pinte com a proxima cor disponivel e repita a idéia para
oS intervalos restantes.

Ordene as atividades de maneira que

fl1] < f[2] < --- < fIn] e pinte uma a uma nesta ordem
sempre usando a menor cor possivel para aquela
atividade.

Ordene as atividades de maneira que

s|1] < s[2] <--- < s|n| e pinte uma a uma nesta ordem
sempre usando a menor cor possivel para aquela
atividade.

Quais destas estratégias funcionam?

LQuais nao funcionam? J
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Estratégia 1
=

Encontre uma colecéao disjunta maxima de intervalos,
pinte com a proxima cor disponivel
e repita a idéia para os intervalos restantes.

-

o |
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Estratégia 1
=

Encontre uma colecéao disjunta maxima de intervalos,
pinte com a proxima cor disponivel
e repita a idéia para os intervalos restantes.

-

Nao funciona...

o |
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-

Estratégia 1

Encontre uma colecéao disjunta maxima de intervalos,
pinte com a proxima cor disponivel
e repita a idéia para os intervalos restantes.

Nao funciona...

Exemplo:

Guloso

S

-

|

Algoritmos — p. 10



Estratégia 1
=

Encontre uma colecéao disjunta maxima de intervalos,
pinte com a proxima cor disponivel
e repita a idéia para os intervalos restantes.

Nao funciona...

Exemplo:
*
Guloso |
|
W
H
Otimo |

B — B
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Estratégia 2
=

Ordene as atividades de maneira que T
fl1] < f2] < --- < f|n] e pinte uma a uma nesta ordem
sempre usando a menor cor possivel para aquela atividade.



Estratégia 2
=

Ordene as atividades de maneira que T

fl1] < f2] < --- < f|n] e pinte uma a uma nesta ordem
sempre usando a menor cor possivel para aquela atividade.

Nao funciona de novo...

o |
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Estratégia 2
=

Ordene as atividades de maneira que T
fl1] < f2] < --- < f|n] e pinte uma a uma nesta ordem
sempre usando a menor cor possivel para aquela atividade.

Nao funciona de novo...
Mesmo exemplo:

Guloso

Otimo
| .
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Estratégia 3

~ Ordene as atividades de maneira que s[1] < s[2] <--- < s[n] |
e pinte uma a uma nesta ordem sempre usando a menor
cor possivel para aquela atividade.



Estratégia 3

~ Ordene as atividades de maneira que s[1] < s[2] <--- < s[n] |
e pinte uma a uma nesta ordem sempre usando a menor
cor possivel para aquela atividade.

Pelo menos funciona para o exemplo...

———

. e
Otimo

o |
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Estratégia 3

~ Ordene as atividades de maneira que s[1] < s[2] <--- < s[n] |
e pinte uma a uma nesta ordem sempre usando a menor
cor possivel para aquela atividade.

Pelo menos funciona para o exemplo...

———

. e
Otimo

—
W

De fato, funciona sempre!
A sequir, apresentamos o algoritmo guloso obtido.

No algoritmo, para uma cor j, o numero /|| indica o final da
LL’JItima tarefa que foi colorida com a cor ;. J
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Algoritmo guloso

Devolve coloracao dos intervalos com menor numero de cores.
CoLoRrAGAO-INTERVALOS (s, f,n)
O ordene se f detal formaque s[1] < 52| <--- < s[n|

1 k<+0

2 para i<+ 1até nfaca

3 71

4 enquanto j < ke/[j] > sli/fagca j < j+1
5 se ;] >k

6 entao k< k+1

7 D[k «+ {i}

8 (k] < fli]

9 senao D|j| + D[y U {:}

10 ] = [}

11 devolva DI1],..., D[k o
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Consumo de tempo

-

Observe que o algoritmo consome tempo O(n?).

Como observado na aula, é possivel obter um certificado
de que o algoritmo apresentado utiliza o0 menor numero de
cores.

Exercicio: Modifique o algoritmo para que ele devolva um
certificado de que sua coloracao usa um ndmero minimo
de cores.

o |
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Demonstracao

fSeja B|1 B|k*] uma solucéo otima que coincide com a T
soluc;ao gulosa DI1],..., D|k] quando restrita aos intervalos
em{l,...,7— 1}, com ¢ 0 maior possivel.

Se i = n+ 1, entdo nao ha nada a provar.
Senao, seja jtalque i € D|j| e j* talque i € B|j|.
Seja X o conjunto Blj|N{:,...,n} e
Y o conjunto Bj*|N{i,...,n}.
Seja B’ a particdo de {1,...,n} tal que

B'lt] = Bt] set#jet#j*
Blj] = Bjj\XUY
B[j"] = B[\YUX

B’ é uma solucao 6tima que contraria a escolha de B.

Algoritmos — p. 15



Problema de escalonamento

-

Considere n tarefas indicadas pelos numeros 1, .. ., n
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Problema de escalonamento

-

Considere n tarefas indicadas pelos numeros 1,...,n

-

t;: duracao da tarefa i
d;. prazo de entrega da tarefa i



Problema de escalonamento

-

Considere n tarefas indicadas pelos numeros 1,...,n

-

t;: duracao da tarefa i
d;. prazo de entrega da tarefa i

Escalonamento: permutacaode 1 an

Para um escalonamento 7, 0 tempo de inicio da tarefa i é

m(1)—1
si= )t
j=1

(soma da duracao das tarefas anteriores a 7).

o |
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Problema de escalonamento

-

Considere n tarefas indicadas pelos numeros 1,...,n

-

t;: duracao da tarefa i
d;. prazo de entrega da tarefa i

Escalonamento: permutacaode 1 an

Para um escalonamento 7, 0 tempo de inicio da tarefa i é

m(1)—1
si= )t
j=1

(soma da duracao das tarefas anteriores a 7).
LO tempo de término da tarefa: € f; = s; + ;. J
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Problema de escalonamento

-

Para um escalonamento , 0 tempo de inicio da tarefa i é
soma da duracao das tarefas anteriores a :.

-

O tempo de término da tarefa: € f; = s; + t;.

o |
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Problema de escalonamento

-

Para um escalonamento , 0 tempo de inicio da tarefa i é
soma da duracao das tarefas anteriores a :.

-

O tempo de término da tarefa: € f; = s; + t;.

O atraso da tarefa : € o numero

{ 0 se f; <d;

0 =
fi —di se fz > di.

o |
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Problema de escalonamento

-

Para um escalonamento , 0 tempo de inicio da tarefa i é
soma da duracao das tarefas anteriores a :.

-

O tempo de término da tarefa: € f; = s; + t;.
O atraso da tarefa : € o numero

. — 0 se f; <d;
] fi—di ose fi>d;

Problema: Dados ¢1,....t, e dy,...,d,, encontrar um
escalonamento com o menor atraso maximo.

LOU seja, que minimize L = max; /;. J
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Estratégias gulosas

#® escalonar primeiro as tarefas mais curtas
(ignoro o prazo de entrega)
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Estratégias gulosas

#® escalonar primeiro as tarefas mais curtas
(ignoro o prazo de entrega)

Nao funciona...
Exemplo: t1 =1,d; =10,19 =8, dy =8
Guloso: 1,2, L =1 Solucao: 2,1, L =0

o |
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Estratégias gulosas

#® escalonar primeiro as tarefas mais curtas
(ignoro o prazo de entrega)

Nao funciona...
Exemplo: t1 =1,d; =10,19 =8, dy =8
Guloso: 1,2, L =1 Solucao: 2,1, L =0

#® escalonar primeiro as tarefas com menos d; — t;
(tarefas com menor folga)

|
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Estratégias gulosas

#® escalonar primeiro as tarefas mais curtas
(ignoro o prazo de entrega)

Nao funciona...
Exemplo: t1 =1,d; =10,19 =8, dy =8
Guloso: 1,2, L =1 Solucao: 2,1, L =0

#® escalonar primeiro as tarefas com menos d; — t;
(tarefas com menor folga)

Nao funciona...
Exemplo: ¢ =1, dy =2, 1y =10, dy = 10
Guloso: 2,1, L =9 Solucéo: 1,2, L =1

o |
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Estratégias gulosas

#® escalonar primeiro as tarefas mais curtas
(ignoro o prazo de entrega)

Nao funciona...
Exemplo: t1 =1,d; =10,19 =8, dy =8
Guloso: 1,2, L =1 Solucao: 2,1, L =0

#® escalonar primeiro as tarefas com menos d; — t;
(tarefas com menor folga)

Nao funciona...
Exemplo: ¢ =1, dy =2, 1y =10, dy = 10
Guloso: 2,1, L =9 Solucéo: 1,2, L =1
# escalonar primeiro as tarefas com menor prazo

L (ignoro a duracao) J
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Algoritmo guloso

-

Devolve escalonamento com atraso maximo minimo.

-

ESCALONAMETO (t,d,n)
1 sejaw apermutacao de 1 an tal que

dir[1]] < d[r2]] < --- < d|rn]

2 devolva

o |
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Algoritmo guloso

-

Devolve escalonamento com atraso maximo minimo.

-

ESCALONAMETO (t,d,n)
1 sejaw apermutacao de 1 an tal que

dir[1]] < d[r2]] < --- < d|rn]

2 devolva

Consumo de tempo: O(nlgn).

o |
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Algoritmo guloso

-

Devolve escalonamento com atraso maximo minimo.

-

ESCALONAMETO (t,d,n)
1 sejaw apermutacao de 1 an tal que

dir[1]] < d[r2]] < --- < d|rn]

2 devolva

Consumo de tempo: O(nlgn).

Na aula, vimos a prova de que este algoritmo esta correto
(devolve um escalonamento com atraso maximo minimo).

o |
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Ingredientes da prova

-

Uma inversao em um escalonamento = € um par (¢, ) tal
que i < j e d|r|i]] > d|r[j]].

-
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Ingredientes da prova

-

Uma inversao em um escalonamento = € um par (¢, ) tal
que i < j e d|r|i]] > d|r[j]].

-

Mostre que dois escalonamentos que nao tém inversoes
tém o0 mesmo atraso maximo.

o |
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Ingredientes da prova

o N

Uma inversao em um escalonamento = € um par (¢, ) tal
que i < j e d|r|i]] > d|r[j]].

Mostre que dois escalonamentos que nao tém inversoes
tém o0 mesmo atraso maximo.

Mostre que se um escalonamento 6timo tem uma inversao,
entao ele tem uma inversao do tipo (¢,7 + 1).

o |
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Ingredientes da prova

-

Uma inversao em um escalonamento = € um par (¢, ) tal
que i < j e d|r|i]] > d|r[j]].

-

Mostre que dois escalonamentos que nao tém inversoes
tém o0 mesmo atraso maximo.

Mostre que se um escalonamento 6timo tem uma inversao,
entao ele tem uma inversao do tipo (¢,7 + 1).

Mostre entdo que, se trocarmos =|i] e w|i + 1], obteremos

um escalomento com atraso maximo nao superior ao
atraso maximo de .

o |
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Exerciclos

Exercicio 22.A [CLRS 16.1-1]

Escreva um algoritmo de programacé&o dinamica para resolver o problema dos intervalos
disjuntos. (Verséao simplificadda do exercicio: basta determinar o tamanho de uma colecéao
disjunta maxima.) Qual o consumo de tempo do seu algoritmo?

Exercicio 22.B
Prove que o algoritmo guloso para o problema dos intervalos disjuntos esta correto. (Ou
seja, prove a propriedade da subestrutura 6tima e a propriedade da escolha gulosa.)

Exercicio 22.C [CLRS 16.1-2]

Mostre que a seguinte idéia também produz um algoritmo guloso correto para o problema
da colecédo disjunta maxima de intervalos: dentre os intervalos disjuntos dos ja escolhidos,
escolha um gue tenha instante de inicio maximo. (Em outras palavras, suponha que os
intervalos estdo em ordem decrescente de inicio.)

Exercicio 22.D [CLRS 16.1-4]
Nem todo algoritmo guloso resolve o problema da colecédo disjunta maxima de intervalos.
Mostre que nenhuma das trés idéias a seguir resolve o problema. Idéia 1: Escolha o
intervalo de menor duracao dentre os que séo disjuntos dos intervalos ja escolhidos.
ldéia 2: Escolha um intervalo seja disjunto dos ja escolhidos e intercepte o0 menor numero
Lzossivel de intervalos ainda n&o escolhidos. Idéia 3: Escolha o intervalo disjunto dos ja J
elecionados que tenha o menor instante de inicio.
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Malis exerciclios

errcicio 22.F [Pares de livros] —‘
Suponha dado um conjunto de livros numerados de 1 a n. Suponha que o livro ¢ tem peso
pli] e que 0 < p[i] < 1 para cada i. Problema: acondicionar os livros no menor niumero
possivel de envelopes de modo que cada envelope tenha no maximo 2 livros e o peso do
conteudo de cada envelope seja no maximo 1. Escreva um algoritmo guloso que calcule o
nuimero minimo de envelopes. O consumo de tempo do seu algoritmo deve ser O(nlgn).
Mostre que seu algoritmo esta correto (ou seja, prove a “greedy-choice property” e a
“optimal substructure” apropriadas). Estime o consumo de tempo do seu algoritmo.

Exercicio 22.G [Bin-packing]

Sao dados objetos 1, ..., n e um numero ilimitado de “latas”. Cada objeto i tem “peso” w; e
cada lata tem “capacidade” 1: a soma dos pesos dos objetos colocados em uma lata n&o
pode passar de 1. Problema: Distribuir os objetos pelo menor nimero possivel de latas.
Programe e teste as seguinte heuristicas. Heuristica 1. examine os objetos na ordem dada,;
tente colocar cada objeto em uma lata ja parcialmente ocupada que tiver mais “espaco” livre
sobrando; se isso for impossivel, pegue uma nova lata. Heuristica 2: rearranje os objetos
em ordem decrescente de peso; em seguida, apliqgue a heuristica 1. Essas heristicas
resolvem o problema? Compare com o exercicio 22.F.

Para testar seu programa, sugiro escrever uma rotina que receban < 100000 e u < 1 e

gere wy, . .., wy, aleatoriamente, todos no intervalo (0, ).
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Malis exerciclos ainda

Exercicio 22.H [parte de CLRS 16-4, modificado] —‘
Seja 1,...,n um conjunto de tarefas. Cada tarefa consome um dia de trabalho; durante um
dia de trabalho somente uma das tarefas pode ser executada. Os dias de trabalho sao
numerados de 1 a n. A cada tarefa ¢ esta associado um prazo p;: a tarefa deveria ser
executada em algum dia do intervalo 1. . p:. A cada tarefa ¢t estd associada uma multa
nao-negativa m;. Se uma dada tarefa ¢t € executada depois do prazo p+, sou obrigado a
pagar a multa m; (mas a multa ndo depende do numero de dias de atraso). Problema:
Programar as tarefas (ou seja, estabelecer uma bijecao entre as tarefas e os dias de
trabalho) de modo a minimizar a multa total. Escreva um algoritmo guloso para resolver o
problema. Prove que seu algoritmo esta correto (ou seja, prove a “greedy-choice property” e
a “optimal substructure” apropriadas). Analise o consumo de tempo.

o |
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