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Algoritmos gulosos

F‘A greedy algorithm starts with a solution to a very small T
subproblem and augments it successively to a solution for
the big problem. The augmentation is done in a “greedy”
fashion, that is, paying atention to short-term or local gain,
without regard to whether it will lead to a good long-term or
global solution. As in real life, greedy algorithms sometimes
lead to the best solution, sometimes lead to pretty good
solutions, and sometimes lead to lousy solutions. The trick
IS to determine when to be greedy.’
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Algoritmos gulosos

F‘A greedy algorithm starts with a solution to a very small T
subproblem and augments it successively to a solution for

the big problem. The augmentation is done in a “greedy”
fashion, that is, paying atention to short-term or local gain,
without regard to whether it will lead to a good long-term or
global solution. As in real life, greedy algorithms sometimes
lead to the best solution, sometimes lead to pretty good
solutions, and sometimes lead to lousy solutions. The trick

IS to determine when to be greedy.’

“One thing you will notice about greedy algorithms is that
they are usually easy to design, easy to implement, easy to
analyse, and they are very fast, but they are almost always
difficult to prove correct.”

LI. Parberry, Problems on Algorithms, Prentice Hall, 1995. J
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Problema fracionario da mochila

-

Problema: Dados (w, v, n, W), encontrar uma mochila
otima.

-

Algoritmos —p. 3



Problema fracionario da mochila

-

otima.

Exemplo: W =50,n =4

8 8 8 8 < E

1 2 3 4
40 | 30 | 20 | 10

340 | 600 | 400 | 100
110/ 0]o0
11001
0] 1] 1]o0
1 11/3] 0 | 0

Va
Va
va
Va

Problema: Dados (w, v, n, W), encontrar uma mochila

or = 840
or = 940
or = 1000
or = 1040

-

Algoritmos —p. 3



A proposito ...

- O problema fracionario da mochila é um problema de o
programacao linear (PL): encontrar um vetor x que

maximize zx-v

sob asrestricoes z-w < W
zi] >0 parai=1,...,n
xli] <1 parai=1,....n
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A proposito ...

fO problema fracionario da mochila € um problema de
programacao linear (PL): encontrar um vetor x que

maximize zx-v

sob asrestricoes z-w < W
zi] >0 parai=1,...,n
xli] <1 parai=1,....n

PL’s podem ser resolvidos por

SIMPLEX: no pior caso consome tempo exponencial
na pratica € muito rapido
ELIPSOIDES: consome tempo polinomial
na pratica é lento
PONTOS-INTERIORES: consome tempo polinomial
L na pratica é rapido

-

|
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Subestrutura 6tima

-

Suponha que z[1..n| € mochila otima para o problema
(w,v,n, W).

-
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Subestrutura 6tima

-

Suponha que z[1..n| € mochila otima para o problema
(w,v,n, W).

Sez[n| =9
entdo x[1..n—1] € mochila otima para

(w,v,n —1,W — dw|n|)

-



Subestrutura 6tima

-

Suponha que z[1..n| € mochila otima para o problema
(w,v,n, W).

-

Sez[n| =9
entdo x[1..n—1] € mochila otima para
(w,v,n —1,W — dw|n|)

NOTA. Nao ha nada de especial acerca do indice n. Uma
afirmacao semelhante vale para qualquer indice ;.

o |
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Escolha gulosa

-

Suponha w|i| # 0 para todo .
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Escolha gulosa

-

Suponha w|i| # 0 para todo .
Se v|n]/wn] > v[i]/w|i] para todo i

entdao EXISTE uma mochila otima z|1..n] tal que

2l :min{l,%}
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Algoritmo guloso

-

fEsta propriedade da escolha gulosa sugere um algoritmo
que atribui os valores de z[1..n| supondo que os dados
estejam em ordem decrescente de “valor especifico”:

o] o ol
1= w2 =S wl
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Algoritmo guloso
-

fEsta propriedade da escolha gulosa sugere um algoritmo
que atribui os valores de z[1..n| supondo que os dados
estejam em ordem decrescente de “valor especifico”:

o] o ol
1= w2 =S wl

E nessa ordem “magica” que esta o segredo do
funcionamento do algoritmo.

o |
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Algoritmo guloso

- Devolve uma mochila 6tima para (w, v, n, V). o

MOCHILA-FRACIONARIA (w,v,n, W)
O ordene w e v de tal forma que
v[1]/wll] < v2}/w[2] < --- < vn]/wln)

1 para i+ n decrescendo até 1 faca
2 se wi| < W

3 entao xi] «+ 1

4 W W —wli]

5 senao x| < W/ wli]

6 W<+0

/ devolva
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Algoritmo guloso

- Devolve uma mochila 6tima para (w, v, n, V). o

MOCHILA-FRACIONARIA (w,v,n, W)
O ordene w e v de tal forma que
v[1]/wll] < v2}/w[2] < --- < vn]/wln)

1 para i+ n decrescendo até 1 faca
2 se wli| < W

3 entao xi] «+ 1

4 W W —wli]

5 senao x| < W/ wli]

6 W<+0

/ devolva

Consumo de tempo da linha 0 € ©(nlgn).
LConsumo de tempo das linhas 1-7 é O(n). J
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Invariante

-

Seja Iy o valor original de V.
No inicio de cada execucao da linha 1 vale que



Invariante

-

Seja Iy o valor original de V.
No inicio de cada execucao da linha 1 vale que

1I0) 2/ = z[i+1..n] € mochila 6tima para
P
(w’,v/,n/,Wo)

onde

w' = wli+1..n]
v = wvli+1..n]
n'=mn-—1
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Invariante

-

Seja Iy o valor original de V.
No inicio de cada execucao da linha 1 vale que

1I0) 2/ = z[i+1..n] € mochila 6tima para
P
(w/,U/,n/,WO)

onde

w' = wli+1..n]
v = wvli+1..n]

n=n—1

Na ultima iteracédo:=0¢e
portanto x|1..n] € mochila étima para (w, v, n, Wy).

o |
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Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo
MOCHILA-FRACIONARIA é ©(nlgn).

|
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Escolha gulosa

-

Precisamos mostrar que se z[1..n] € uma mochila otima,
entdo podemos supor que

2ln] = a = min{Lﬂ}
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Escolha gulosa

-

Precisamos mostrar que se z[1..n] € uma mochila otima,
entdo podemos supor que

2ln] = a = min{Lﬂ}

-

Depois de mostrar isto, inducao faz o resto do servico.

o |
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Escolha gulosa

-

Precisamos mostrar que se z[1..n] € uma mochila otima,
entdo podemos supor que

2ln] = a = min{Lﬂ}

-

Depois de mostrar isto, inducao faz o resto do servico.

Técnica: transformar uma solucao 6tima em uma solucao
Otima ‘gulosa’.

o |
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Escolha gulosa

. N

Precisamos mostrar que se z[1..n] € uma mochila otima,
entdo podemos supor que

2ln] = a = min{Lﬂ}

wln]
Depois de mostrar isto, inducao faz o resto do servico.
Teécnica: transformar uma solucao 6tima em uma solucao
Otima ‘gulosa’.

Esta transformacéo é semelhante ao processo de
Lpivotaga’io do algoritmo SIMPLEX para programacao linear. J
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Escolha gulosa

~ Seja z[1..n] uma mochila 6tima para (w,v,n,1V) tal que |
r[n] € maximo. Se z|n] = a, N80 ha o que mostrar.
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~ Seja z[1..n] uma mochila 6tima para (w,v,n,1V) tal que |
r[n] € maximo. Se z|n] = a, N80 ha o que mostrar.

Suponha z|n] < a.



Escolha gulosa

~ Seja z[1..n] uma mochila 6tima para (w,v,n,1V) tal que |
r[n] € maximo. Se z|n] = a, N80 ha o que mostrar.

Suponha z|n] < a.
Podemos supor que x - w = WW. (Podemos mesmo?)

o |
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Escolha gulosa

~ Seja z[1..n] uma mochila 6tima para (w,v,n,1V) tal que |
r[n] € maximo. Se z|n] = a, N80 ha o que mostrar.

Suponha z|n] < a.
Podemos supor que x - w = WW. (Podemos mesmo?)

Sejaiem [1..n—1] tal que x|:] > 0.
(Quem garante que existe um tal :?).

o |
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Escolha gulosa

~ Seja z[1..n] uma mochila 6tima para (w,v,n,1V) tal que |
r[n] € maximo. Se z|n] = a, N80 ha o que mostrar.

Suponha z|n] < a.
Podemos supor que x - w = WW. (Podemos mesmo?)

Sejaiem [1..n—1] tal que x|:] > 0.
(Quem garante que existe um tal :?).

Seja
5 := min { ], (a — w[n])z[[?]] }
) 4
SIS



Escolha gulosa

~ Seja z[1..n] uma mochila 6tima para (w,v,n,1V) tal que |
r[n] € maximo. Se z|n] = a, N80 ha o que mostrar.

Suponha z|n] < a.
Podemos supor que x - w = WW. (Podemos mesmo?)

Sejaiem [1..n—1] tal que x|:] > 0.
(Quem garante que existe um tal :?).

Seja
5 := min { ], (a — w[n])z[[?]] }
) 4
SIS

LNoteque5>Oe6>0. J



Mais escolha gulosa
Sejaa'[1..n] tal que o

il sejtiej#n,
x|l —0 sej=r,
xrn|+ 7 sej=n.

)] =
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Mais escolha gulosa
Sejaa'[1..n] tal que o

il sej#iej#n,
x|l —0 sej=r,
rin|+ 0 sej=n.

] =

Verifique que 0 < z[j] < 1 para todo ;.
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Mais escolha gulosa
Sejaa'[1..n] tal que o

z|j] sejF#i€ejFn,
'] :=1¢ zli] -5 sej=i,

rin|+ 0 sej=n.

Verifique que 0 < z[j] < 1 para todo ;.
Além disso, temos gue

v w =2 [Nw[l] + - + 2" [{Jwli] + - - - + 2'[n]w[n]
= z[1Jw[l] + -+ + (z[i]] = O)w[i] + - - - + (x[n] + B)w[n]

= z[lw[l]+ -+ (z]i]] = ))w[i| + - + (w[n] +0 ;U[[;]O w|n]
_I_

= z[w([l] + - - - + z[i|w[i] — dw[i] + -
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Mais escolha gulosa ainda
Femos ainda que T

v =2 [1u[l] + -+ 2 [i]vli] + - + 2/ [n]v[n]
c[1o[l] + -+ (z[i]] = O)vi] + - - - + (x[n] + B)v[n]
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Escolha gulosa: epilogo

Assim, 2’ € uma mochilatalque 2’ -v >z -v .
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Escolha gulosa: epilogo

fAssim, ¢/ @ uma mochilatalque 2’ -v >z -v . T
Como z € mochila 6tima, concluimosque 2’ -v =z -v €
gue z’ € uma mochila 6tima que contradiz a nossa escolha
de z, jJa que

v'[n] = z[n] + 8 > z[n).

Conclusao

Se v|n]/wn] > v|i]/wli] para todo i
e x € uma mochila otima para (w,v,n, W)
com z|n] maximo, entao

2] :min{l,%}
| |
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Algoritmos gulosos
fAIgoritmo guloso T

#® procura 6timo local e acaba obtendo 6timo globall



Algoritmos gulosos
fAIgoritmo guloso T

#® procura otimo local e acaba obtendo 6timo global
costuma ser

$ muito simples e intuitivo

#® muito eficiente
# dificil provar que esta correto

o |

Algoritmos — p. 16



Algoritmos gulosos
fAIgoritmo guloso T

#® procura otimo local e acaba obtendo 6timo global
costuma ser

$ muito simples e intuitivo

#® muito eficiente
# dificil provar que esta correto
Problema precisa ter

#® subestrutura 6tima (como na programacao dinamica)
#® propriedade da escolha gulosa (greedy-choice property)

o |
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Algoritmos gulosos
fAIgoritmo guloso T

#® procura otimo local e acaba obtendo 6timo global
costuma ser

$ muito simples e intuitivo

#® muito eficiente
o dificil provar que esta correto
Problema precisa ter

#® subestrutura 6tima (como na programacao dinamica)

#® propriedade da escolha gulosa (greedy-choice property)

Exercicio: O problema da mochila booleana pode ser
resolvido por um algoritmo guloso?
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Problema dos intervalos disjuntos

- Problema: Dados intervalos [s[1], f[1]),. .., [s[n], f[n]), o
encontrar uma colecao maxima de intervalos disjuntos dois
a dois.

Solugao € um subconjunto A de {1,...,n}.
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Problema dos intervalos disjuntos

- Problema: Dados intervalos [s[1], f[1]),. .., [s[n], f[n]), o
encontrar uma colecao maxima de intervalos disjuntos dois
a dois.

Solugao € um subconjunto A de {1,...,n}.
Exemplo:

s1] Fl]

I

.
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Problema dos intervalos disjuntos

fProbIema: Dados intervalos [s[1], f[1]), ...

8], fIn]),

-

encontrar uma colecao maxima de intervalos disjuntos dois

ad
So
So

0IS.

ucdo é um subconjunto A de {1,...,n}.

ucao:

s[1]

fl]

s|4]

fl4]
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Problema dos intervalos disjuntos

fProbIema: Dados intervalos [s[1], f[1]), ...

8], fIn]),

-

encontrar uma colecao maxima de intervalos disjuntos dois

ad
So
So

0IS.

ucdo é um subconjunto A de {1,...,n}.

ucao:

s12]

f12]

s6]

f16]
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Motivacao

- N

Sy

Se cada intervalo € uma “atividade”, queremos colecao
disjunta maxima de atividades compativeis
(¢ e j sdo compativeis se f[i] < s|j])

LNome no CLRS: Activity Selection Problem J
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Subestrutura 6tima

~ Intervalos 5 := {1,...,n} o

Suponha que A é colecao maxima de intervalos de S
disjuntos dois a dois.

Seic A

entdo A — {i} € colecdo maxima de intervalos disjuntos

de S — {k : [s[k], f[E]) N [sli], fla]) # 0}

senao A é colecao maxima de intervalos disjuntos
de S — {i}.

Demonstre a propriedade.

N -



Subestrutura 6tima Il

~ Intervalos 5 := {1,...,n} o

Suponha que A é colecao maxima de intervalos de S
disjuntos dois a dois.

Seie Aétal que f[i] € minimo

entdo A — {i} é colecdo maxima de intervalos disjuntos
de {k : s[k] > f[i]}.

{k : s|k] > fli]} = todos intervalos “a direita” de “i".

LDemonstre a propriedade. J



Algoritmo de programacao dinamica

. N

Suponha s[1] < s[2] < --- < s[n)

t|i| = tamanho de uma subcolecao
disjunta maxima de {i, .. ., n}

onde i € o menor indice tal que s[k] > f[i].

o |
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Algoritmo de programacao dinamica

- N

DYNAMIC-ACTIVITY-SELECTOR (s, f,n)
O ordene s e f de tal forma que
s|1] < s)2] < -+ < sl

1 An+1+10

2 para i < n decrescendo até 1 faca
3 Ali] + Ali + 1]

4 k141

5 enquanto k& <n e s|k| < fi] faca
6 k+—Fk+1

7 se |Ali]| < 1+ |Alk]|

8 entao Ali] «+ {i} U AlK]

9 devolva A[l]

LConsumo de tempo é O(n?). J
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Conclusao
fInvariante: na linha 2 vale que

(10) Alk] é colecéao disjunta maxima de {k,...,n}
parak=i+1,...,n.

O consumo de tempo do algoritmo
DYNAMIC-ACTIVITY-SELECTOR é O(n?).

o |
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Escolha gulosa
o

Se f[i] € minimo em S,

ntervalos S :={1,...,n}

entao EXISTE uma solucao 6tima A tal que : € A.

Demonstre a propriedade.

o |
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Algoritmo guloso

- Devolve uma colegdo méaxima de intervalos disjuntos dois a |
dois.
INTERVALOS-DISJUNTOS (s, f, n)
O ordene s e f de tal forma que

fA < f2 <. < flnl

1 A+ {1}

2 1+ 1

3 para j + 2 até n faca

4 seslj| > fli

5 entdo A<+ AU{j}
6 14—

/ devolva A

Consumo de tempo da linha 0 & ©(nlgn).
LConsumo de tempo das linhas 1-7 € O(n). J
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Conclusao

N N

(10) A € uma colecao maxima de intervalos disjuntos de

(Safaj_l)

a linha 3 vale que

O consumo de tempo do algoritmo
INTERVALOS-DISJUNTOS é O(nlgn).

o |
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Coloracao de intervalos

o N

Problema: Dados intervalos de tempo [s1, f2), ..., [Sn, fn),
encontrar uma coloracao dos intervalos com o menor
numero possivel de cores em que dois intervalos de
mesma cor sempre sejam disjuntos.

Solucéo: uma particao de {1,...,n} em colecoes de
Intervalos dois a dois disjuntos.

o |
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Motivacao

-

Queremos distribuir um conjunto de atividades no menor
ndmero possivel de salas.

-

Cada atividade a; ocupa um certo intervalo de tempo |[s;, f;)
e duas atividades podem ser programadas para a mesma
sala somente se os correspondentes intervalos sao
disjuntos.

Cada sala corresponde a uma cor. Queremos usar o menor
numero possivel de cores para pintar todos os intervalos.

o |
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Coloracao de intervalos

~ Estratégias gulosas: o
# Encontre uma colecao disjunta maxima de intervalos,

pinte com a proxima cor disponivel e repita a idéia para
0S intervalos restantes.

Ordene as atividades de maneira que

fl1] < fI2] < --- < f[n] e pinte uma a uma nesta ordem
sempre usando a menor cor possivel para aquela
atividade.

Ordene as atividades de maneira que

s[1] < s2] < --- < s[n] e pinte uma a uma nesta ordem
sempre usando a menor cor possivel para aquela
atividade.

Quais destas estratégias funcionam?

LQuais nao funcionam? J
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