Algoritmos de Aproximacao

Segundo Semestre de 2012



Escalonamento de maquinas idénticas

fDados: m maquinas T
n tarefas (n] =A41,...,n})

duracao d:| datarefa: (i=1,...,n)
um escalonamento € uma particao {M[1],..., M|m]} de [n]

Encontrar escalonamento com tempo de conclusao
minimo.
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ldeia para um algoritmo

-

Divida as tarefas em longas e curtas.



ldeia para um algoritmo

-

Divida as tarefas em longas e curtas.
. 1 n
Tarefa curta: d; < 7> . d;

Fato: H4 no maximo km tarefas longas.
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ldeia para um algoritmo

-

Divida as tarefas em longas e curtas.

. 1
Tarefa curta: dy < =>4 d;

Fato: H4 no maximo km tarefas longas.

Encontre por enumeracao um escalonamento 6timo das
tarefas longas.
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ldeia para um algoritmo

fDivida as tarefas em longas e curtas. T

n

Tarefa curta: dy < ¢ >_7_; d;

km

Fato: H4 no maximo km tarefas longas.

Encontre por enumeracao um escalonamento 6timo das
tarefas longas.

Apligue Graham as tarefas curtas, a partir do
escalonamento das tarefas longas.

o |
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ldeia para um algoritmo

. N

Divida as tarefas em longas e curtas.

Tarefa curta: dy < ¢ >_7_; d;

km

Fato: H4 no maximo km tarefas longas.

Encontre por enumeracao um escalonamento 6timo das
tarefas longas.

Apligue Graham as tarefas curtas, a partir do
escalonamento das tarefas longas.

Quanto tempo consome este algoritmo?
Qual é a razao de aproximacao?
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Consumo de tempo

-

Para especificar cada escalonamento das tarefas longas,
basta dizer a qual maquina cada tarefa foi escalonada.
(A ordem nas maquinas nao importa.)

-

Aproximacéo — p. 4



Consumo de tempo

. N

Para especificar cada escalonamento das tarefas longas,
basta dizer a qual maquina cada tarefa foi escalonada.
(A ordem nas maquinas nao importa.)

Logo h& no maximo m*™ escalonamentos
para as tarefas longas.
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Consumo de tempo

-

fPara especificar cada escalonamento das tarefas longas,
basta dizer a qual maquina cada tarefa foi escalonada.
(A ordem nas maquinas nao importa.)

Logo h& no maximo m*™ escalonamentos
para as tarefas longas.

Se m é constante, isso é polinomial
e podemos usar forca-bruta.

o |
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Consumo de tempo

-

fPara especificar cada escalonamento das tarefas longas,
basta dizer a qual maquina cada tarefa foi escalonada.
(A ordem nas maquinas nao importa.)

Logo h& no maximo m*™ escalonamentos
para as tarefas longas.

Se m é constante, isso é polinomial
e podemos usar forca-bruta.

O resultado é polinomial neste caso.

o |
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Qualidade do escalonamento produzidc

o N

Seja ¢/ a tarefa que termina por ultimo no escalonamento.



Qualidade do escalonamento produzidc

o N

Seja ¢/ a tarefa que termina por ultimo no escalonamento.

Se atarefa / é longa,
entao claro que o escalonamento produzido é 6timo.



Qualidade do escalonamento produzidc

o N

Seja ¢/ a tarefa que termina por ultimo no escalonamento.

Se atarefa / é longa,
entao claro que o escalonamento produzido é 6timo.

Se a tarefa / é curta,
a mesma analise do algoritmo de Graham se aplica!

Ou seja, Crnax < dy + 2= >0 dj.
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Qualidade do escalonamento produzidc

o N

Seja ¢/ a tarefa que termina por ultimo no escalonamento.

Se atarefa / é longa,
entao claro que o escalonamento produzido é 6timo.

Se a tarefa / é curta,
a mesma analise do algoritmo de Graham se aplica!

Ou seja, Crax < dy+ = 35 d;

1 n
Como dy < - > ._; d;, temos que

max<—Zd+ Zd < (14 ZJ 1% < (1+

— km

- -



Conclusao da aula passada

~ Suponha que m é uma constante. o

ESCALONAMENTO;, (1, d)
1 t<—0 q¢q+<0
para i — 1 até n faca

2
3 se d; > ﬁ Z?:l d;

4 entdo t«—t+1 d, « d
5 sendo ¢ —q+1 dj «—d;
6 M HFORC}A-BRUTAm(t,d’)

7 devolva GRAHAM (M,m,q,d")
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Conclusao da aula passada

~ Suponha que m é uma constante. o

ESCALONAMENTOg (n,d)
1 t<—0 q¢q+<0
2 parai« 1aténfaga
3 se d; > ﬁ Z?:l d;
4 entdo t«—t+1 d, « d
5 Sendo q —q+1 dj — d;
6 M «—FORCA-BRUTA,,(t,d")
7 devolva GRAHAM (M,m,q,d")

GRAHAM (M ,m,q,d"): aplica Graham a partir de M.

o |
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Conclusao da aula passada

~ Suponha que m é uma constante.

ESCALONAMENTO;, (1, d)
1 t<—0 q¢q+<0
para i — 1 até n faca

2
3 se d; > ﬁ Z?:l d;

4 entdo t«—t+1 d, « d
5 sendo ¢ —q+1 dj «—d;
6 M HFORC}A-BRUTAm(t,d’)

7 devolva GRAHAM (M,m,q,d")

GRAHAM (M ,m,q,d"): aplica Graham a partir de M.

Teorema: ESCALONAMENTO,. € um PTAS para o
problema do escalonamento em maquinas idénticas
Lquando 0 humero de maquinas € constante.

-
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Algoritmo auxiliar

fT: um valor estimado de makespan (7> > ", %) T

Algoritmo B,
ou ndo ha escalonamento com makespan < T
ou devolve escalonamento com makespan < (1 + )7
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Algoritmo auxiliar

fT: um valor estimado de makespan (7' > 5" | %) T
t-escalonamento: escalonamento com makespan < ¢.

Algoritmo Bj: ou nhdo ha T-escalonamento
ou devolve (1 + 1)T-escalonamento.
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Algoritmo auxiliar

fT: um valor estimado de makespan (7> > ", %)

t-escalonamento: escalonamento com makespan < ¢.

Algoritmo Bj: ou nhdo ha T-escalonamento
ou devolve (1 + 1)T-escalonamento.

tarefa longa: dy > T'/k.

para cada tarefa longa i faca
seja d’. 0 maior multiplo de T/k* < d;
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Algoritmo auxiliar

fT: um valor estimado de makespan (7' > 5" | %) T
t-escalonamento: escalonamento com makespan < ¢.

Algoritmo Bj: ou nhdo ha T-escalonamento
ou devolve (1 + 1)T-escalonamento.

tarefa longa: dy > T'/k.

para cada tarefa longa i faca
seja d’. 0 maior multiplo de T/k* < d;

se nao ha T-escalonamento das tarefas longas com d;

entao devolva NAO
senao considere o escalonamento das tarefas longas
com d; e estenda com Graham nas tarefas curtas.

o |
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Algoritmo auxiliar

fT: um valor estimado de makespan (7' > 5" | %) T
t-escalonamento: escalonamento com makespan < ¢.

Algoritmo Bj: ou nhdo ha T-escalonamento
ou devolve (1 + 1)T-escalonamento.

tarefa longa: dy > T'/k.

para cada tarefa longa i faca
seja d’. 0 maior multiplo de T/k* < d;

se nao ha T-escalonamento das tarefas longas com d;

entao devolva NAO
senao considere o escalonamento das tarefas longas
com d; e estenda com Graham nas tarefas curtas.

LVamos mostrar que B;, faz o que promete. J
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Algoritmo auxiliar

- Algoritmo By ou hdo ha T-escalonamento o
ou devolve (1 + %)T—escalonamento.

para cada tarefa longa : (com d; > T'/k) faca
seja d’. 0 maior multiplo de T/k* < d;

se nao ha T-escalonamento das tarefas longas com d;
entao devolva NAO

senao considere o escalonamento das tarefas longas
com d; e estenda com Graham nas tarefas curtas.
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Algoritmo auxiliar

- Algoritmo By ou hdo ha T-escalonamento o
ou devolve (1 + %)T—escalonamento.

para cada tarefa longa : (com d; > T'/k) faca
seja d’. 0 maior multiplo de T/k* < d;

se nao ha T-escalonamento das tarefas longas com d;
entao devolva NAO
senao considere o escalonamento das tarefas longas
com d; e estenda com Graham nas tarefas curtas.

Se ha T-escalonamento com d;
entdo ha com d; para as tarefas longas.

o |
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Algoritmo auxiliar

- Algoritmo By ou hdo ha T-escalonamento o
ou devolve (1 + %)T—escalonamento.

para cada tarefa longa : (com d; > T'/k) faca
seja d’. 0 maior multiplo de T/k* < d;

se nao ha T-escalonamento das tarefas longas com d;
entao devolva NAO
senao considere o escalonamento das tarefas longas
com d; e estenda com Graham nas tarefas curtas.

Se ha T-escalonamento com d;
entdo ha com d; para as tarefas longas.

Como d; > T'/k, ha no maximo k tarefas por maquina.

Como d; — d: < T/k?, o makespan do correspondente
escalonamento com d; € no maximo 7'+ T'/k. J
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Algoritmo auxiliar

fAIgoritmo By T

para cada tarefa longa i (com d; > T'/k) faca
seja d. 0 maior multiplo de T/k* < d;

se nao ha T-escalonamento das tarefas longas com d;

entao devolva NAO
senao considere o escalonamento das tarefas longas
com d; e estenda com Graham nas tarefas curtas.
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Algoritmo auxiliar

fAIgoritmo By T

para cada tarefa longa i (com d; > T'/k) faca
seja d. 0 maior multiplo de T/k* < d;

se nao ha T-escalonamento das tarefas longas com d;

entao devolva NAO
senao considere o escalonamento das tarefas longas
com d; e estenda com Graham nas tarefas curtas.

Ha um (1 + %)T—escalonamento das tarefas longas com d;.

o |

Aproximacgéo — p. 9



Algoritmo auxiliar

fAIgoritmo By T

para cada tarefa longa i (com d; > T'/k) faca
seja d. 0 maior multiplo de T/k* < d;

se nao ha T-escalonamento das tarefas longas com d;

entao devolva NAO
senao considere o escalonamento das tarefas longas
com d; e estenda com Graham nas tarefas curtas.

Ha um (1 + %)T—escalonamento das tarefas longas com d;.
Seja ¢ a ultima tarefa a concluir.

Se ¢ é longa, é (1 + 7)T-escalonamento.

o |
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Algoritmo auxiliar

fAIgoritmo By T

para cada tarefa longa i (com d; > T'/k) faca
seja d. 0 maior multiplo de T/k* < d;

se nao ha T-escalonamento das tarefas longas com d;
entao devolva NAO

senao considere o escalonamento das tarefas longas
com d; e estenda com Graham nas tarefas curtas.
Ha um (1 + %)T—escalonamento das tarefas longas com d;.
Seja ¢ a ultima tarefa a concluir.
Se ¢ é longa, é (1 + 7)T-escalonamento.

Se / é curta, S, d;
A% L _ 44y
L dp+ S < 4+ T= (14 )T .
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PD para as tarefas longas

fSe ha d, > T, ndo ha T-escalonamento. T



PD para as tarefas longas

fSe ha d, > T, ndo ha T-escalonamento. T

Sendo instancia é dada por vetor k%-dimensional, onde

componente i é o nimero de tarefa ¢ com dj, = i .
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PD para as tarefas longas

fSe ha d, > T, ndo ha T-escalonamento.

Sendo instancia é dada por vetor k%-dimensional, onde

componente i é o nimero de tarefa ¢ com dj, = i .

P 2 . A . .
No maximo »n* instancias diferentes.
(polinomial pois & é fixo!)
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PD para as tarefas longas

fSe ha d, > T, ndo ha T-escalonamento. T

Sendo instancia é dada por vetor k%-dimensional, onde

componente i é o nimero de tarefa ¢ com dj, = i .

P 2 . A . .
No maximo »n* instancias diferentes.
(polinomial pois & é fixo!)

Cada maquina tem no maximo k tarefas (longas).
Vetor k*-dimensional, (k + 1)’“2 tipos possiveis.
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PD para as tarefas longas

fSe ha d, > T, ndo ha T-escalonamento. T

Sendo instancia é dada por vetor k%-dimensional, onde

componente i é o nimero de tarefa ¢ com dj, = i .

P 2 . A . .
No maximo »n* instancias diferentes.
(polinomial pois & é fixo!)

Cada maquina tem no maximo k tarefas (longas).
Vetor k*-dimensional, (k + 1)’“2 tipos possiveis.

Configuracao de maquina: (sy,...,s;2) tq
k2 .
1T

1=1

LC: conjunto das configuragoes de maquina. J
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PD para as tarefas longas

-

opt(ni,...,ng2): numero minimo de maquinas suficiente
para escalonar a instancia (n, ..., ng2).



PD para as tarefas longas

-

opt(ni,...,ng2): numero minimo de maquinas suficiente
para escalonar a instancia (n, ..., ng2).

Recorréncia para OPT:

OPT(ny,...,ni2) =1+ min  OPT(ny —s1,...,np2 — Sp2)
(81,...,8k2)€c
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PD para as tarefas longas

-

opt(ni,...,ng2): numero minimo de maquinas suficiente
para escalonar a instancia (n, ..., ng2).

Recorréncia para OPT:

OPT(ny,...,ni2) =1+ min  OPT(ny —s1,...,np2 — Sp2)
(81,...,8k2)€c

Note que OPT < m sse o0 T-escalonamento existe.
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PD para as tarefas longas

-

opt(ni,...,ng2): numero minimo de maquinas suficiente
para escalonar a instancia (n, ..., ng2).

Recorréncia para OPT:

OPT(ny,...,ni2) =1+ min  OPT(ny —s1,...,np2 — Sp2)
(81,...,8k2)€c

Note que OPT < m sse o0 T-escalonamento existe.

2
Tabela com »*" entradas.

o |
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PD para as tarefas longas

-

opt(ni,...,ng2): numero minimo de maquinas suficiente
para escalonar a instancia (n, ..., ng2).

Recorréncia para OPT:

OPT(ny,...,ni2) =1+ min  OPT(ny —s1,...,np2 — Sp2)
(81,...,8k2)EC

Note que OPT < m sse o0 T-escalonamento existe.

2
Tabela com »*" entradas.

Cada entrada é calculada em tempo constante,
pois |C| é constante.

o |
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Como obter PTAS deB.?
=

Fixe € > 0.



Como obter PTAS deB.?
=

Fixe € > 0.
Busca binaria por um valor adequado de T'.



Como obter PTAS deB;?
F

Busca binaria por um valor adequado de T'.

IXe e > 0.

Durante o algoritmo, teremos um intervalo |/, U] tal que:
o (.. >Le
® existe um (1 + ¢)U-escalonamento.
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Como obter PTAS deB;?
F

Busca binaria por um valor adequado de T'.

IXe e > 0.

Durante o algoritmo, teremos um intervalo |/, U] tal que:
o (.. >Le
® existe um (1 + ¢)U-escalonamento.

Comece com

Lo = max{[ 2%

m

Zj d;

m

W,mandj}eU(): ( _‘ +mandj.

Sabemos que C} .. € [Lo, Uy e
o algoritmo de Graham produz um Uj-escalonamento.

o |
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Como obter PTAS deB;?
=

Seja k= [1/¢].

Cada iteragcao comeca com um intervalo |L, U] tal que:
® Cr. . >Le

® existe um (1 + ¢)U-escalonamento.

-



Como obter PTAS deB;?
=

Seja k= [1/¢].

Cada iteragcao comeca com um intervalo |L, U] tal que:
® Cr. . >Le

® existe um (1 + ¢)U-escalonamento.

-

Enquanto L < U faca

Calcule T = | ££% | e execute By, com esse 7.
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Como obter PTAS deB;?
=

Seja k= [1/¢].

Cada iteragcao comeca com um intervalo |L, U] tal que:
® Cr. . >Le

® existe um (1 + ¢)U-escalonamento.

-

Enquanto L < U faca
Calcule T = | ££% | e execute By, com esse 7.

Se B, produz um escalonamento,
entao U «— T
senao L «— T +1

o |
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Como obter PTAS deB;?
=

Seja k= [1/¢].

Cada iteragcao comeca com um intervalo |L, U] tal que:
® Cr. . >Le

® existe um (1 + ¢)U-escalonamento.

-

Enquanto L < U faca
Calcule T = | ££% | e execute By, com esse 7.

Se B, produz um escalonamento,
entao U «— T
senao L «— T +1

Devolva o (1 + ¢)U-escalonamento.

Aproximacéo — p. 13



PTAS para o problema

fM: vetor com lista de tarefas escalonadas a cada méquina.j

Algoritmo A, (m,n,d)

1

PO OO ~NO O W N

B

k—|1/€]
z d,

dj}

U « (Z % = | +maxjdj
M «— ESCALONAMENTO-GRAHAM(m,n,d)
enquanto L < U faca
T < LLqQLUJ
M «— By(m,n,d,T)
se M e um escalonamento
entao U <« T
senao L« T +1
devolva M J
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PTAS para o problema

~ Algoritmo A (m,n,d) o

1

o
RPOWOWO~NO U W N

B

k — (1/6]
dj}

U « (Z % =] +maxjd]
M «— ESCALONAMENTO-GRAHAM(m,n, d)
enquanto L < U faca
T < LL—EUJ
M — Bk(m, n, d, T)
se M é um escalonamento
entao U «— T
senao L «— T +1
devolva M
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PTAS para o problema

~ Algoritmo A, (m,n, d)

1

OO ~NO O h W N

10
11

Correcao: Ao final, sabemos que C

o

k — (1/6]
dj}

U « (Z % =] +maxjd]
M «— ESCALONAMENTO-GRAHAM(m,n, d)
enquanto L < U faca
T < LL—EUJ
M — Bk(m, n, d, T)
se M é um escalonamento
entao U «— T
senao L «— T +1
devolva M

max 2 L e
temos um (1 + ¢) L-escalonamento.
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Consumo de tempo
~ Algoritmo A (m,n,d) o

R (1/6]
2 dj}
3 U« (Zd]%—maxjdj
4 M +— ESCALONAMENTO-GRAHAM(m, n,d)
5 engquanto L < U faca
6 T < LL;UJ
7 M «— Bp(m,n,d,T)
8 se M é um escalonamento
9 entao U «— T
10 senao L «— T +1
11 devolva M

B
|
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-

Consumo de tempo

Algoritmo A, (m,n,d)

1

OO ~NO O h W N

10
11

k — (1/6]
dj}

U « (Z % =] +maxjd]
M «— ESCALONAMENTO-GRAHAM(m,n, d)
enquanto L < U faca
T < LL—SUJ
M — Bk(m, n, d, T)
se M é um escalonamento
entao U «— T
senao L «— T +1
devolva M

NUumero maximo de iteracoes: O(lg(max; d;)).

o
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Consumo de tempo

~ Algoritmo A (m,n,d) o
1k« [1/€]

L — max{[z&djw ,max; d; }
U « (zﬁfy]+dnaxjdj

M — ESCALONAMENTO-GRAHAM(m,n, d)
enquanto L < U faca

T < LL;UJ

AI«—.BkOnwn,d/T)

se M é um escalonamento

entao U «— T

10 sendo L — 1T +1
11 devolva M

NUumero maximo de iteracoes: O(lg(max; d;)).
LCada iteracao é polinomial em m e n, mas exponencial em k. J

OO ~NO O h W N
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FPTAS para esse problema?

-

Ha um PTAS para escalonamento em maquinas idénticas.

-

Sera que existe um FPTAS?



FPTAS para esse problema?

-

Ha um PTAS para escalonamento em maquinas idénticas.

-

Sera que existe um FPTAS?

problema é fortemente NP-dificil:

Qualguer que seja o polinomio ¢(n),
0 problema restrito as instancias em que d; < ¢(n) para
todo ¢ ainda & NP-dificil, onde n € o numero de tarefas.

Aproximagéo — p. 17



FPTAS para esse problema?

-

Ha um PTAS para escalonamento em maquinas idénticas.

-

Sera que existe um FPTAS?

problema é fortemente NP-dificil:

Qualguer que seja o polinomio ¢(n),
0 problema restrito as instancias em que d; < ¢(n) para
todo ¢ ainda & NP-dificil, onde n € o numero de tarefas.

Suponha que existe um FPTAS para o problema.

Vamos descrever um algoritmo polinomial que resolve o
problema restrito as instancias com d; < ¢(n) para todo i.

o |
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