Algoritmos de Aproximacao

Segundo Semestre de 2012



Escalonamento de maquinas idénticas

fDados: m maquinas T
n tarefas (n] =A41,...,n})

duracao d:| datarefa: (i=1,...,n)
um escalonamento € uma particdo {M[1],..., M|m]} de [n]

Encontrar escalonamento com tempo de conclusao
minimo.
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Algoritmo de busca local

-

Comeca com um escalonamento qualquer.
Repita o0 seguinte:
Seja j uma tarefa que termina por ultimo.

Seja C; o Instante em que a tarefa j termina.

Se existe maquina : ociosa antes do instante C'; — d;,
entao mova a tarefa j para a maquina .
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Algoritmo de busca local

-

Comeca com um escalonamento qualquer.
Repita o0 seguinte:
Seja j uma tarefa que termina por ultimo.

Seja C; o Instante em que a tarefa j termina.

Se existe maquina : ociosa antes do instante C'; — d;,
entao mova a tarefa j para a maquina .

Quanto tempo consome este algoritmo?
Qual é a razao de aproximacao?
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

{{1,4,7},{2,5},{3,6}} = Tempo de concluséo = 13
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

{{1,4,7},{2,5,6},{3}} = Tempo de concluséo = 10
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

{{1,4},{2,5,6},{3,7}} = Tempo de concluséo = 9
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Consumo de tempo

fConsideremos a variante do algoritmo que sempre T
escolhe a maquina 7 que fica ociosa mais cedo.
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escolhe a maquina 7 que fica ociosa mais cedo.

Cada tarefa muda de maquina no maximo uma vez!
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fConsideremos a variante do algoritmo que sempre T
escolhe a maquina 7 que fica ociosa mais cedo.

Cada tarefa muda de maquina no maximo uma vez!

Seja (; o instante em gue a maguina i termina de executar
suas tarefas.

Seja (', 0 valor do menor ;.
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Consumo de tempo

fConsideremos a variante do algoritmo que sempre T
escolhe a maquina 7 que fica ociosa mais cedo.

Cada tarefa muda de maquina no maximo uma vez!

Seja (; o instante em gue a maguina i termina de executar
suas tarefas.

Seja (', 0 valor do menor ;.

Veja que C',;, nao diminui durante a execucao do
algoritmo.

o |
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Consumo de tempo

fConsideremos a variante do algoritmo que sempre T
escolhe a maquina 7 que fica ociosa mais cedo.

Cada tarefa muda de maquina no maximo uma vez!

Seja (; o instante em gue a maguina i termina de executar
suas tarefas.

Seja (', 0 valor do menor ;.

Veja que C',;, nao diminui durante a execucao do
algoritmo.

Se a tarefa j foi de uma maquina : para ;' e
mais tarde de ¢/ para /”, isso leva a uma contradicao,
pois ;" teria que estar livre mais cedo que 7'.
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Qualidade do escalonamento produzidc

fA mesma analise do algoritmo de Graham se aplica! T



Qualidade do escalonamento produzidc

fA mesma analise do algoritmo de Graham se aplica! T

O escalonamento produzido tem a mesma caracteristica do
Graham usada na analise: todas as maquinas estao
ocupadas até o instante 7" anterior a ultima tarefa a
terminar comecar a sua execucao.
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Qualidade do escalonamento produzidc

fA mesma analise do algoritmo de Graham se aplica! T

O escalonamento produzido tem a mesma caracteristica do
Graham usada na analise: todas as maquinas estao
ocupadas até o instante 7" anterior a ultima tarefa a
terminar comecar a sua execucao.

1 2 3 4 ... T Ipr,
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Delimitacoes paraOPT
o

PT = menor tempo de conclusao de um escalonamento

# Duracao da tarefa mais longa:
OPT > max{d|1],d|2],...,d|n]}
# Distribuicao balanceada:

d[1] +d[2] + - - + d[n]

OPT >

-
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. N

PT = menor tempo de conclusao de um escalonamento

# Duracao da tarefa mais longa:
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Delimitacoes paraOPT

. N

PT = menor tempo de conclusao de um escalonamento

# Duracao da tarefa mais longa:
OPT > max{d|1],d|2],...,d|n]}
# Distribuicao balanceada:

d[1] +d[2] + - - + d[n]

OPT >

dl1]+---+d[n]

Ipr < + max{d[1], ..,d[n]} < 20PT

Teorema: O algoritmo de busca local € uma 2-aproximacao.
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Problema do Corte Maximo

-

Grafo G = (V, F) sem lacgos.

-

Para X C V, denotamos por X o complemento de X.



Problema do Corte Maximo

o N

Grafo G = (V, F) sem lacgos.

Para X C V, denotamos por X o complemento de X.

0(X): conjunto das arestas com
exatamente uma ponta em X.

6(X) € um corte em G.

Aproximacéo — p. 10



Problema do Corte Maximo

-

Grafo G = (V, F) sem lacgos.

Para X C V, denotamos por X o complemento de X.

0(X): conjunto das arestas com
exatamente uma ponta em X.

6(X) € um corte em G.

Problema: Dado GG, encontrar um corte maximo em @.
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Problema do Corte Maximo

-

Grafo G = (V, F) sem lacgos.

-

Para X C V, denotamos por X o complemento de X.

0(X): conjunto das arestas com
exatamente uma ponta em X.

6(X) € um corte em G.
Problema: Dado GG, encontrar um corte maximo em @.

Sabemos encontrar cortes minimos em tempo polinomial.
Mas o problema acima e NP-dificil...

o |
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Algoritmo de busca local

fComece com um corte §(X) arbitrario de G.



Algoritmo de busca local

fComece com um corte §(X) arbitrario de G. T
Repita o0 seguinte:

Se existe v em X com mais vizinhos em X que em X,
entao remova v de X.

Se existe v em X com mais vizinhos em X que em X,
entao inclua v em X.
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Algoritmo de busca local

fPara cada vértice v em G,
g(v) éograude v e di(v) =d6({v}).



Algoritmo de busca local

fPara cada vértice v em G, T
g(v) éograude v e di(v) =d6({v}).

Comece com um corte o(X) arbitrario de G.
Repita o0 seguinte:

Se existe v tal que |[6(v) NO(X)| < [6(v) \ §(X)],
entdo X «— X & {v}.

Pare quando nao houver mais alteracoes e devolva o(.X).

o |
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Algoritmo de busca local

fPara cada vértice v em G, T
g(v) éograude v e di(v) =d6({v}).

Comece com um corte o(X) arbitrario de G.
Repita o0 seguinte:

Se existe v tal que |[6(v) NO(X)| < [6(v) \ §(X)],
entdo X «— X & {v}.

Pare quando nao houver mais alteracoes e devolva o(.X).

O algoritmo e polinomial:
a cada iteracao, o corte §(X) cresce.

o |
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Algoritmo de busca local

fComece com um corte §(X) arbitrario de G. T
Repita o0 seguinte:

Se existe v tal que |[6(v) NO(X)| < [6(v) \ §(X)],
entdo X «— X & {v}.

Pare quando nao houver mais alteracoes e devolva o(.X).

Para cada vértice v em G,
pelo menos ¢g(v)/2 arestas estao em o(.X).

o |
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Algoritmo de busca local

fComece com um corte §(X) arbitrario de G.
Repita o0 seguinte:

Se existe v tal que |[6(v) NO(X)| < [6(v) \ §(X)],
entdo X «— X & {v}.

Pare quando nao houver mais alteragoes e devolva ¢ (

Para cada vértice v em G,
pelo menos ¢g(v)/2 arestas estao em o(.X).

Entdo 3(X)| = 3 Toev & = A7 = 51 = G

o

X).



Algoritmo de busca local

fComece com um corte §(X) arbitrario de G. T
Repita o0 seguinte:

Se existe v tal que |[6(v) NO(X)| < [6(v) \ §(X)],
entdo X «— X & {v}.

Pare quando nao houver mais alteracoes e devolva o(.X).

Para cada vértice v em G,
pelo menos ¢g(v)/2 arestas estao em o(.X).

N

~ FE E
Ento [0(X)| > § Y,ep &2 > AP = 151 > OFL

LTeorema: O algoritmo acima é uma 2-aproximacao. J
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Algoritmo guloso

fG:(V,E) XCV veV\X -

Seja (v, X)) o numero de arestas em F de v para X.



Algoritmo guloso

fG:(V,E) XCV veV\X -

Seja (v, X)) o numero de arestas em F de v para X.

GULOSO (n, F) > V={1,...,n}
1 X« {1} Y — ()

2 para i« 2 até n faca

3 se (3(i, X) < B(3,Y)

4 entdo X «— X U {i}

5 sendo Y « Y U{i}

6 devolva §(X)
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Algoritmo guloso

fG:(V,E) XCV veV\X -

Seja (v, X)) o numero de arestas em F de v para X.

GULOSO (n, F) > V={1,...,n}
1 X« {1} Y — ()

2 para i« 2 até n faca

3 se (3(i, X) < B(3,Y)

4 entdo X «— X U {i}

5 sendo Y « Y U{i}

6 devolva §(X)

LTeorema: GULOSO é uma 2-aproximacao. J
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Algoritmo guloso

-

Teorema: GULOSO € uma 2-aproximacao.

ri: humero de arestas de G pelas quais i é responsavel
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Algoritmo guloso

-

Teorema: GULOSO € uma 2-aproximacao.
ri: humero de arestas de G pelas quais i é responsavel

Para X e Y da iteracao ¢, temos gue
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Algoritmo guloso

-

Teorema: GULOSO € uma 2-aproximacao.
ri: humero de arestas de G pelas quais i é responsavel

Para X e Y da iteracao ¢, temos gue

Vale que |E| =) . r;.

o |
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Algoritmo guloso

-

Teorema: GULOSO € uma 2-aproximacao.
ri: humero de arestas de G pelas quais i é responsavel

Para X e Y da iteracao ¢, temos gue

Vale que |E| =) . r;.

o
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Problema do Caixeiro Viajante

-

Dados
grafo G
comprimento /;; da arestaij (ij € Eg)

-




Problema do Caixeiro Viajante

- N

ados
grafo G
comprimento /;; da arestaij (ij € Eg)

Circuito hamiltoniano: circuito que passa por todos os vertices

o |
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Problema do Caixeiro Viajante
b

ados
grafo G
comprimento /;; da arestaij (ij € Eg)

Circuito hamiltoniano: circuito que passa por todos os vertices

Problema (TSP): Dados G e [, encontrar circuito
hamiltoniano C' em G de comprimento /(C') minimo.

o |
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Variantes do Caixeiro Viajante

- N

#» TSP métrico
s grafo completo

s funcao comprimento [ satisfaz
desigualdade triangular: I;; < l;, +lx; Vi,j,k € Vg

K

ANy
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Variantes do Caixeiro Viajante

- N

® TSP métrico
s grafo completo

s funcao comprimento [ satisfaz
desigualdade triangular: I;; < l;, +lx; Vi,j,k € Vg

K

N |
® TSP euclideano

s Caso particular do métrico

s Veértices sao pontos no plano
(ou num espaco euclideano qq de dimensao fixa)

s [;; € adistancia euclideana entre i e j
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Algoritmo guloso para o TSP métrico

- N
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Comeca com um par de pontos mais proximos.
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o N

Comeca com um par de pontos mais proximos.

Inclui um ponto mais proximo aos ja incluidos.




Algoritmo guloso para o TSP métrico

o N

Comeca com um par de pontos mais proximos.

Inclui um ponto mais proximo aos ja incluidos.

A cada passo, aumenta no maximo 2 ¢;;,
onde ;5 é o ponto de fora mais proximo a um ja incluido .

o |
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Algoritmo guloso para o TSP métrico

o N

Comeca com um par de pontos mais proximos.

Inclui um ponto mais proximo aos ja incluidos.

A cada passo, aumenta no maximo 2 ¢;;,
onde ;5 é o ponto de fora mais proximo a um ja incluido .

LTeorema: O algoritmo acima é uma 2-aproximacao. J
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Algoritmo de Christofides
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(1) Arvore geradora de comprimento minimo



Algoritmo de Christofides
=

(1) Arvore geradora de comprimento minimo

vertices de grau impar



Algoritmo de Christofides
- -

(1) Arvore geradora de comprimento minimo

N — ,
. — '-\\/

(2) Emparelhamento perfeito de comprimento minimo no
subgrafo induzido pelos vértices de grau impar (polinomial)

o |
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Algoritmo de Christofides
- -

(1) Arvore geradora de comprimento minimo

(2) Emparelhamento perfeito de comprimento minimo no
subgrafo induzido pelos vértices de grau impar (polinomial)
(3) Junte os dois obtendo 7" euleriano

o |
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Algoritmo de Christofides
- -

(1) Arvore geradora de comprimento minimo

(2) Emparelhamento perfeito de comprimento minimo no
subgrafo induzido pelos vértices de grau impar (polinomial)
(3) Junte os dois obtendo 7" euleriano

(4) Obtenha ciclo euleriano P de T

o |
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Algoritmo de Christofides
- -

(1) Arvore geradora de comprimento minimo

(2) Emparelhamento perfeito de comprimento minimo no
subgrafo induzido pelos vértices de grau impar (polinomial)
(3) Junte os dois obtendo 7" euleriano

(4) Obtenha ciclo euleriano P de T

(5) Obtenha de P circuito hamiltoniano C
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Algoritmo de Christofides
- -

(1) Arvore geradora de comprimento minimo

(2) Emparelhamento perfeito de comprimento minimo no
subgrafo induzido pelos vértices de grau impar (polinomial)
(3) Junte os dois obtendo 7" euleriano

(4) Obtenha ciclo euleriano P de T

(5) Obtenha de P circuito hamiltoniano C

~ (6) Devolva C o
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Algoritmo de Christofides

Algoritmo TSPM-Christofides (G, 1)
T «— msT(G, 1)
I < conjunto de vertices de grau impar de T
M +— epmonps(G|I],1)
T — T+ M
P «— euLer(7T")
C' « ATALHO(P)
devolve C

(G|I]: subgrafo de G induzido por 1)

o |
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Algoritmo de Christofides
Algoritmo TSPM-Christofides

(G, 1) B
T «— msT(G, 1)

I < conjunto de vertices de grau impar de T
M +— epmonps(G|I],1)

T — T+ M

P «— euLer(7T")

C' « ATALHO(P)

devolve C

(G|I]: subgrafo de G induzido por 1)

Tempo de execucdo: n?
(n: 0 numero de vértices de ()

o |
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Algoritmo de Christofides
=

Uma segunda delimitagao para OPT: OPT > 2I(M)
onde M é e. p. de comprimento minimo em G|/
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Algoritmo de Christofides
=

Uma segunda delimitagao para OPT: OPT > 2I(M)
onde M é e. p. de comprimento minimo em G|/

-

C*: circuito hamiltoniano de comprimento minimo
I. conj. vért. de grau impar de 7' (|/| € par)
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Algoritmo de Christofides
=

Uma segunda delimitagao para OPT: OPT > 2I(M)
onde M é e. p. de comprimento minimo em G|/

C*: circuito hamiltoniano de comprimento minimo
I. conj. vért. de grau impar de 7' (|/| € par)
C": circuito induzido por C* em I
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Algoritmo de Christofides
=

Uma segunda delimitagao para OPT: OPT > 2I(M)
onde M é e. p. de comprimento minimo em G|/

C*: circuito hamiltoniano de comprimento minimo
I. conj. vért. de grau impar de T (|| é par)
C": circuito induzido por C* em I

C’ determina dois e. p. em G[I]: M; e My
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Algoritmo de Christofides

- N

Uma segunda delimitagao para OPT: OPT > 2I(M)
onde M é e. p. de comprimento minimo em G|I].

Prova:

20(M) < I(My)+ (M)
= [(C")
< I(C") (pela desigualdade triangular)
= OPT
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Algoritmo de Christofides
-

Teorema: TSPM-Christofides € uma 1,5-aproximacao
polinomial para o TSP meétrico.

-



Algoritmo de Christofides

-

Teorema: TSPM-Christofides € uma 1,5-aproximacao

polinomial para o TSP meétrico.

1(C)

<

1(T")
[(T) + (M)

1
OPT + 5 OPT

3
— OPT.
2

-
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Algoritmo de Christofides

-

Teorema: TSPM-Christofides € uma 1,5-aproximacao

polinomial para o TSP meétrico.

[(C) <

1(T")
[(T) + (M)

1
OPT + 5 OPT

3
— OPT.
2

Melhor algoritmo de aproximacao conhecido

para o TSP métrico.

.

-
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Algoritmo de Christofides
=

A analise é justa.
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2n + 1 vértices
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Algoritmo de Christofides
=

A analise é justa.

Christofides

VWY

2n + 1 vértices
Comprimento: 3n

Circuito 6timo

N/

LComprimento: 2n + 1



TSP Euclideano
-

PTAS: esquema de aproximacao polinomial
(1 + €)-aproximacgao polinomial para todo ¢ > 0 fixo

Arora’96 e Mitchel’96: PTAS para o TSP euclideano
ldéia:
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TSP Euclideano
-

PTAS: esquema de aproximacao polinomial
(1 4 €)-aproximacgao polinomial para todo ¢ > 0 fixo

Arora’96 e Mitchel’96: PTAS para o TSP euclideano
ldéia:

_______________________________
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TSP Euclideano

fPTAS: esquema de aproximacao polinomial

linomial para todo ¢ > 0 fixo

-aproximacao po

(14 €)

Arora’96 e Mitchel’96: PTAS para o TSP euclideano
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TSP Euclideano
- -

TAS: esquema de aproximacao polinomial
(1 4 €)-aproximacao polinomial para todo ¢ > 0 fixo

Arora’96 e Mitchel’96: PTAS para o TSP euclideano
ldéia:

Circuito que respeita portal: entra e sal dos quadrados da
disseccao atraves de portais.

Algoritmo: Encontra um circuito hamiltoniano mais curto
gue respeita 0s portais por programacao dinamica.

Tal circuito esta tado proximo gquando se queira

Lde um TSP tour. J
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Resultado de Inaproximabilidade

-

« : N — N funcao polinomialmente computavel

-

Teorema (Sahni e Gonzalez '76). Se existir
a(n)-aproximacéo polinomial p/o TSP(G, 1), onde n := |V|,
entao P=NP.
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Resultado de Inaproximabilidade

. N

« : N — N funcao polinomialmente computavel

Teorema (Sahni e Gonzalez '76). Se existir
a(n)-aproximacéo polinomial p/o TSP(G, 1), onde n := |V|,
entao P=NP.

Problema HC: Dado G, decidir se G tem ou nao um circuito
hamiltoniano.

#® NP-completo [K72]

o |
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Resultado de Inaproximabilidade

-

Teorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir
a(n)-aproximacao polinomial p/o TSP(G, 1), onde n := |V|,
entao P=NP.

-

a(n)-aproximacao polinomial p/o TSP

4

algoritmo polinomial p/o HC
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Resultado de Inaproximabilidade

-

Teorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir
a(n)-aproximacao polinomial p/o TSP(G, 1), onde n := |V|,
entao P=NP.

-

a(n)-aproximacgao polinomial p/o TSP «— A

4

algoritmo polinomial p/o HC B
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Resultado de Inaproximabilidade

-

Teorema (Sahni e Gonzalez '76): Se existir
a(n)-aproximacao polinomial p/o TSP(G, 1), onde n := |V|,
entao P=NP.

-

a(n)-aproximacgao polinomial p/o TSP «— A
4
algoritmo polinomial p/o HC B
Algoritmo B (G)

H « grafo completo em Vg
paracadaeem Eqg facal, «+— 1
para cada e em Ey \ Fg fagal, — a(|Va|)| Vel + 1
C — A(H,I)
se I(C) < a(|Ve|)| Vel

entao devolva “Sim”

entao devolva “Nao”
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Resultado de Inaproximabilidade

-

A polinomial = B polinomial

-



Resultado de Inaproximabilidade

-

A polinomial = B polinomial

-

se existe circuito hamiltoniano em G,
entdo OPT = |V| e

I(C) < a(|Ve]) OPT = a(|Va|)|[Val.



Resultado de Inaproximabilidade

o N

se existe circuito hamiltoniano em G,
entdo OPT = |V| e

polinomial = B polinomial

I(C) < a(|Ve]) OPT = a(|Va|)|[Val.

se nao existe circuito hamiltoniano em @G,
entao

I(C) > a|Va)Val +1

pois gq circ. hamilt. usa e ¢ E¢
(e, lc. = a(|[Va|)|Va| + 1).

o
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Para completar...

TSP
TSP Meétrico
TSP Euclideano
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