Algoritmos de Aproximacao

Segundo Semestre de 2012



Cobertura por conjuntos

-

Instancia:

# conjunto base finito £
® colecdo & ={51,...,S,} de subconjuntos de F
® custoc; >0 paracada S; em S

Objetivo: encontrar cobertura S’ C S de E de custo minimo.
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Cobertura por conjuntos

-

Instancia:

# conjunto base finito £
® colecdo & ={51,...,S,} de subconjuntos de F
® custoc; >0 paracada S; em S

Objetivo: encontrar cobertura S’ C S de E de custo minimo.

Programa linear inteiro equivalente:
Dados FE, S e ¢, encontrar = que
minimize ) . ¢; x;

sujeitoa » ;. . x; > 1paracadacem E

L r;€{0,1} paraj=1,...,m. J
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b

Relaxacao linear e seu dual

rimal: Dados FE, S e ¢, encontrar x que

minimize ) . ¢; z;

sujeito a » r; > 1 paracadaecem £
ri>0paraj=1,...,m

j:e€s;

-



Relaxacao linear e seu dual

p

rimal: Dados FE, S e ¢, encontrar x que

minimize ) . ¢; x;

sujeito a » r; > 1 paracadaecem £
ri>0paraj=1,...,m

j:e€s;

Dual: Dados E, S e ¢, encontrar y que

maximize > .
sujeito a Zeesj Ye <cjparaj=1,...,m
ye > 0 paracadac € F
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Relaxacao linear e seu dual
b

rimal: Dados FE, S e ¢, encontrar x que

minimize ) . ¢; z;

sujeito a » r; > 1 paracadaecem £
ri>0paraj=1,...,m

j:e€s;

Dual: Dados F, S e ¢, encontrar y que
maximize > .
sujeito a Zeesj Ye <c;jparaj=1,....,m
ye > 0 paracadac € F

Teorema Fraco de Dualidade: Quaisquer que sejam x
primal-viavel e y dual-viavel, vale que }_ y. < 3. c; z;.

|
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Relaxacao linear e seu dual

p

rimal: Dados FE, S e ¢, encontrar x que

minimize ) . ¢; x;

sujeito a » r; > 1 paracadaecem £
ri>0paraj=1,...,m

j:e€s;

Dual: Dados F, S e ¢, encontrar y que
maximize > .
sujeito a Zeesj Ye <c;jparaj=1,....,m
ye > 0 paracadac € F

Teorema Forte de Dualidade: Se z* € solucéo 6tima do
primal e y* € solucao otima do dual, entao

B ES W |
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Algoritmo guloso

- GULOSO (E,S,¢) > 8 ={S1,...,5,} o
I+

para j « 1 até m faga S; « S;

enquanto / nao € uma cobertura faca

ko argmin{lg—j_’ . j é tal que S; # 0}

[+ TU{k}
para j <+ 1 até m faca
Sj < S’j \ Sk
devolva |

ONO O A WDNBE
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Algoritmo guloso

f GULOSO (E,S,¢) > S ={51,...,5m} T
1 1+ 10
2 para j < 1até mfaca S; «+ S,
3 enquanto / ndo é uma cobertura faca
4 ko argmin{é—;’ . j é tal que S; # 0}
5 I+ TU{k}
6 para j <+ 1 até m faca
V4 Sj — S’j \ St
8 devolva |

Consumo de tempo polinomial, sem resolucao de PL!

o |
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Algoritmo guloso

f GULOSO (E,S,¢) > S ={51,...,5m} T
1 1+ 10
2 para j < 1até mfaca S; «+ S,
3 enquanto / ndo é uma cobertura faca
4 ko argmin{é—;’ . j é tal que S; # 0}
5 I+ TU{k}
6 para j <+ 1 até m faca
V4 Sj — S’j \ St
8 devolva |

Consumo de tempo polinomial, sem resolucao de PL!
Claro que / € uma cobertura.

o |
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Algoritmo guloso

f GULOSO (E,S,¢) > S ={51,...,5m} T
1 1+ 10
2 para j < 1até mfaca S; «+ S,
3 enquanto / ndo é uma cobertura faca
4 ko argmin{é—;’ . j é tal que S; # 0}
5 I+ TU{k}
6 para j <+ 1 até m faca
V4 Sj — S’j \ St
8 devolva |

Consumo de tempo polinomial, sem resolucao de PL!
Claro que / € uma cobertura.

Teorema: GULOSO é uma H,-aproximacgao, onde n = |E|.
LProva feita na aula. J
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Analise pelo método dual-fitting

f GULOSO (E,S,¢) > S ={51,...,5m} T
1 1+ 10
2 para j < 1até mfaca S; «+ S,
3 enquanto / ndo é uma cobertura faca
4 ko argmin{éﬁ . j é tal que S; # 0}
5 I+ TU{k}
6 para j <+ 1 até m faca
V4 Sj — S’j \ St
8 devolva |

Claro que / € uma cobertura.

Teorema: GULOSO é uma H ,-aproximacao,
onde g = max; |.S;|.

LA prova usa o metodo dual-fitting... J
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Analise pelo método dual-fitting

f GULOSO (E, S, ¢) > S =1{51,...,5m} T
1 1+ 10
2 para j < 1até mfaca S; «+ S,
3 enquanto / ndo é uma cobertura faca
4 keargmin{éﬁ . j é tal que S; # 0}
5 I+ TU{k}

> para cada e em S, faca y. < cx/|Sk|
para j « 1 até m faca S; < S, \ S
/ devolva I

o

Teo: GULOSO e uma Hg -aproximacao, onde g = max; |9;|.

o |
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Analise pelo método dual-fitting

f GULOSO (E, S, ¢) > S =1{51,...,5m} T
1 1+ 10
2 para j < 1até mfaca S; «+ S,
3 enquanto / ndo é uma cobertura faca
4 keargmin{éﬁ . j é tal que S; # 0}
5 I+ TU{k}

> para cada e em S, faca y. < cx/|Sk|
para j « 1 até m faca S; < S, \ S
/ devolva I

o

Teo: GULOSO e uma Hg -aproximacao, onde g = max; |9;|.

Prova: Note que c¢(/) = > ;.7 Ck = D ocp Ye-

o |
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Analise pelo método dual-fitting

f GULOSO (E, S, ¢) > S =1{51,...,5m} T
1 1+ 10
2 para j < 1até mfaca S; «+ S,
3 enquanto / ndo é uma cobertura faca
4 k argmin{éﬁ . j é tal que S; # 0}
5 I+ TU{k}

> para cada e em S, faca y. < cx/|Sk|
para j « 1 até m faca S; < S, \ S
/ devolva I

o

Teo: GULOSO e uma Hg -aproximacao, onde g = max; |9;|.

Prova: Note que c¢(/) = > ;.7 Ck = D ocp Ye-
Para cada e em E, defina y. = y./H,.

~ Vamos mostrar que 3 s Ye < cj para cada j. o
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Analise pelo método dual-fitting

- 3 enquanto / n&o é uma cobertura faca o
4 k <+ argmin{éﬁ . j é tal que S; # (0}
5 I+ TU{k}
> para cada e em Sy, faca y. < cx/| S|
6 para j « 1 até m faca S; < S, \ S

Teo: GULOSO e uma Hj-aproximacao, onde g = max; |9;|.

Prova: Note que c¢(/) = > ;.7 Ck = D ocp Ye-
Para cada e em E, defina vy, = y./H,,.

Se Zeésj y, < ¢; para cada j, entao y’ é dual-viavel e

o |
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Analise pelo método dual-fitting

- 3 enquanto / n&o é uma cobertura faca o
4 k <+ argmin{éﬁ . j é tal que S; # (0}
5 I+ TU{k}
> para cada e em Sy, faca y. < cx/| S|
6 para j « 1 até m faca S; < S, \ S

Teo: GULOSO e uma Hj-aproximacao, onde g = max; |9;|.

Prova: Note que c¢(/) = > ;.7 Ck = D ocp Ye-
Para cada e em E, defina vy, = y./H,,.

Se Zeésj y, < ¢; para cada j, entao y’ é dual-viavel e

() = ch = Zye :ngyé < Hgopt.
kel E E
L S ec ec J
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Analise pelo método dual-fitting

fFix j,com1 < j <m,esejaa; =|5;| no inicio da iterag&o zj



Analise pelo método dual-fitting

fFix j,com1 < j <m,esejaa; =|5;| no inicio da iterag&o zj

Seja A; = S; U S;, nalinha 5 da iterag&o i
(ou seja, A; sao os elementos de S; cobertos na iteragao 7).

Aproximacéo — p. 8



Analise pelo método dual-fitting

fFix j,com1 < j <m,esejaa; =|5;| no inicio da iterag&o zj

Seja A; = S; U S;, nalinha 5 da iterag&o i
(ou seja, A; sao os elementos de S; cobertos na iteragao 7).

Note que |A;| = a; — a;+1.
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Analise pelo método dual-fitting

fFix j,com1 < j <m,esejaa; =|5;| no inicio da iterag&o zj

Seja A; = S; U S;, nalinha 5 da iterag&o i
(ou seja, A; sao os elementos de S; cobertos na iteragao 7).

Note que |A;| = a; — a;+1.
Seja t a Ultima iteracao em que a; > 0. Entéo

Zye S‘ye<Z‘Az‘C]

ecsS; 1= 1 ecA;

onde a desigualdade vale pois 0 k£ que entrou em I na
iteracao :; tem custo médio minimo, e j € um dos candidatos
a entrar em [ e tem custo médio c;/a; na iteragao «.
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Analise pelo método dual-fitting

fFix j, com 1 < j <m, e sejaa; =|S;| no inicio da iteragdo zj

Seja A; = S; U S, nalinha 5 da iterag&o i
(ou seja, A; sao os elementos de S; cobertos na iteragao 7).
Note gue ’Az’ = a; — Qj41-

Seja t a Ultima iteracao em que a; > 0. Entédo

Zyé ~ : Ve S Z’Ai’HZjaz’

ecsS; 1=1 ecA; =1
Csi i a; — a C %] 1
— _JZ v Sl ) -
H, — a; - Hg =
¢j Hys)|
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Resultados de inaproximabiilidade

- N

Teorema: Se existe uma blnn-aproximacao para o SET
COVER para alguma constante b < 1, entao existe um

algoritmo O(n°U818")) para cada problema NP-completo.
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Resultados de inaproximabiilidade
B -

Teorema: Se existe uma blnn-aproximacao para o SET
COVER para alguma constante b < 1, entao existe um

algoritmo O(n°U818")) para cada problema NP-completo.

Teorema: Existe uma constante b > 0 tal que, se existir uma
bln n-aproximacao para o SET COVER, entao P = NP.
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Resultados de inaproximabiilidade
B -

Teorema: Se existe uma blnn-aproximacao para o SET
COVER para alguma constante b < 1, entao existe um

algoritmo O(n°U818")) para cada problema NP-completo.

Teorema: Existe uma constante b > 0 tal que, se existir uma
bln n-aproximacao para o SET COVER, entao P = NP.

Estes dois resultados valem para o caso sem pesos
(ou seja, c; = 1 para todo j).

o |
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Resultados de inaproximabiilidade

- N

Teorema: Se existe uma «a-aproximacao para o VERTEX
COVER com a < 10v/5 — 21 ~ 1,36, entdo P = NP.



Resultados de inaproximabiilidade
B -

Teorema: Se existe uma «a-aproximacao para o VERTEX
COVER com a < 10v/5 — 21 ~ 1,36, entdo P = NP.

A conjectura do Unique Games fala que um certo problema
conhecido como Unique Games é NP-dificil.

Teorema: Assumindo a conjectura do Unique Games, se
existe uma a-aproximacao para o VERTEX COVER para
uma constante a < 2, entao P = NP.

o |
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