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Localizacao de facilidades

fProbIema: Dados conjunto £’ de facilidades, conjunto C de T
clientes, custo f; para cada i em F, custo c;; > 0 para
cada i em F e cada j em C, encontrar conjunto F/ C F

que minimize >, p fi + D ;comin{e; 1 i € F'}.

Versao metrica: ¢;; < cip + cxe + c; para todo i, j, k, .
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Localizacao de facilidades

fProbIema: Dados conjunto £’ de facilidades, conjunto C de T
clientes, custo f; para cada i em F, custo c;; > 0 para
cada i em F e cada j em C, encontrar conjunto F/ C F

que minimize >, p fi + D ;comin{e; 1 i € F'}.
Versao metrica: ¢;; < cip + cxe + c; para todo i, j, k, .
Variaveis:
# y;. Indica se a facilidade i é aberta ou nao.
® z;;: indica se o cliente j se conecta a facilidade «.
Encontrar x e y que

minimizem ) . fivi + ZieF’ icc Cij Tij

sujeitoa ) ,.rx;j =1 paratodojemCcC

rij <Y paratodoiem FejemC(C
L rij,yi € 0,1} paratodoiem e jemC J
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Relaxacao linear e seu dual

" Primal (P): o

minimizar » ;. p fi Vi + 2 _icr jec Cij Tij

sujeitoa ) ,.pz;; =1 paratodojemdC
rij < i paratodo:iem FejemC
zij >0 paratodoiem Fejem(C
yi = 0 para todo i em F.

Dual (D):
maximizar ) .. vj
sujeito a Zjec < f; paratodo i em F
vj — wi; < ¢ paratodoi:em F'ejemCC

> () paratodo:em F e jem/ (.

# v;: Indica quanto o cliente j paga para se conectar.
L o . Indica quanto j pagaria para a facilidade i abrir. J
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Nova definicao de vizinhanca

. N

Facilidade i e vizinha do cliente j se v; > ¢;;.
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Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.
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Cliente j contribui para facilidade i se > 0.



Nova definicao de vizinhanca

-

Facilidade i e vizinha do cliente j se v; > ¢;;.

-

Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.
Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.

Cliente j contribui para facilidade i se > 0.

Dado v*, tome = max(0, v; — cij).

Durante o algoritmo, (v*, ") sera solucéo dual viavel.

o |
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Nova definicao de vizinhanca

-

Facilidade i e vizinha do cliente j se v; > ¢;;.

-

Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.
Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.

Cliente j contribui para facilidade i se > 0.

Dado v*, tome = max(0, v; — cij).

Durante o algoritmo, (v*, ") sera solucéo dual viavel.

Se j contribui para ¢, entao j € N (i),
pOIS > 0 implica que v} > ¢;;.
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Nova definicao de vizinhanca

-

Facilidade i e vizinha do cliente j se v; > ¢;;.

-

Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.
Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.

Cliente j contribui para facilidade i se > 0.

Dado v*, tome = max(0, v; — cij).

Durante o algoritmo, (v*, ") sera solucéo dual viavel.

Se j contribui para ¢, entao j € N (i),
pOIS > 0 implica que v} > ¢;;.

LAdemais, se j € N(i), entao v; = ¢;j + w; ;. J
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Facilidades justas

fFaciIidade i € vizinha do cliente j se v; > c;j. T
Cliente j contribui para facilidade i se > 0.
Dado v*, tome = max(0,v; — ¢jj).

Se 5 contribui para i, entao 5 € vizinho de i.
Se j e vizinho de ¢, entao v} = ¢;; +
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Facilidades justas

fFaciIidade i € vizinha do cliente j se v; > c;j. T
Cliente j contribui para facilidade i se > 0.
Dado v*, tome = max(0,v; — ¢jj).

Se 5 contribui para i, entao 5 € vizinho de i.
Se j e vizinho de ¢, entao v} = ¢;; +

Solucéo viavel (v*,w*) & maximal se

nao podemos aumentar v; de qq valor positivo e
obter novos gue formem uma solucéo viavel.
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Facilidades justas

fFaciIidade i € vizinha do cliente j se v; > c;j. T
Cliente j contribui para facilidade i se > 0.
Dado v*, tome = max(0,v; — ¢jj).

Se 5 contribui para i, entao 5 € vizinho de i.

Se j e vizinho de 4, entao v;f = c;j +

Solucéo viavel (v*,w*) & maximal se
nao podemos aumentar v; de qq valor positivo e
obter novos gue formem uma solucéo viavel.

Sejal’ ={i€F:) ;ccw;, = fi}.

Se (v*,w") € maximal,
Lentéo todo cliente € vizinho de alguma facilidade em 7. J
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Facilidades justas

fFaciIidade i € vizinha do cliente j se v; > c;j. T
Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.
Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.
Sejal’ ={i€F:) ;ccw;,; = fi}.

Se (v*,w") € maximal,
entao todo cliente é vizinho de alguma facilidade em 7T'.
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Facilidades justas

fFaciIidade i € vizinha do cliente j se v; > c;j. T

Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.
Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.

Sejal’ ={i€F:) ;ccw;,; = fi}.

Se (v*,w") € maximal,
entao todo cliente é vizinho de alguma facilidade em 7T'.

Para cada i em 7T,

fit 2jeni) Cii = 2jenm(W + i) = 2ient)V;-

o |

Aproximacéo — p. 6



Facilidades justas

fFaciIidade i € vizinha do cliente j se v; > c;j. T
Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.
Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.
Sejal’ ={i€F:) ;ccw;,; = fi}.

Se (v*,w") € maximal,
entao todo cliente é vizinho de alguma facilidade em 7T'.

Para cada i em 7T,
fit 2 jeni) Cis = 2jene (W) +cij) = 2jena) vy

Problema: alguns j estdo em mais de um N(i).
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Facilidades justas

fFaciIidade i € vizinha do cliente j se v; > c;j. T
Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.
Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.
Sejal’ ={i€F:) ;ccw;,; = fi}.

Se (v*,w") € maximal,
entao todo cliente é vizinho de alguma facilidade em 7T'.

Para cada i em 7T,
fit 2 jeni) Cis = 2jene (W) +cij) = 2jena) vy

Problema: alguns j estdo em mais de um N(i).
~ Vamos escolher " C T para abrir. o
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ldeia do algoritmo primal-dual

fComececomS:CeT:(Z) (v* =w" =0). T
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Aumente v; uniformemente para j € S ate algum v = ¢;j,
dai comece a aumentar simultaneamente



ldeia do algoritmo primal-dual

fComececomS:CeT:(Z) (v* =w" =0). T

Aumente v; uniformemente para j € S ate algum v = ¢;j,
dai comece a aumentar simultaneamente

Pare quando
® j se torna vizinho de uma facilidade em 7" ou
# desigualdade de (D) fica justa para alguma facilidade i.
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ldeia do algoritmo primal-dual

fComececomS:CeT:(Z) (v* = w" =0). T
Aumente v; uniformemente para j € S ate algum v = ¢;j,
dai comece a aumentar simultaneamente
Pare quando
® j se torna vizinho de uma facilidade em 7" ou
# desigualdade de (D) fica justa para alguma facilidade i.

Em cada caso,
# remova j de S ou
® incluaiem T eremova N (i) de S.
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ldeia do algoritmo primal-dual

fComececomS:CeT:(Z) (v* = w" =0). T
Aumente v; uniformemente para j € S ate algum v = ¢;j,
dai comece a aumentar simultaneamente
Pare quando
® j se torna vizinho de uma facilidade em 7" ou
# desigualdade de (D) fica justa para alguma facilidade i.

Em cada caso,
# remova j de S ou
® incluaiem T eremova N (i) de S.

Quando S = () e todo cliente é vizinho de algum i em T,
Lconstrua T" gulosamente (basicamente N (i) disjuntos). J
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p

~No Ol bk WwDN Bk

rimal-Dual (F,C, f, c)

Algoritmo

-

v<«— 0 — 0
S—C T — ()
enguanto S # () faca
aumente v; paraj e Se parai € N(j)eje€S.
se je Sevizinhodeie T entdo S — S\ {j}
se a desigualdade do dual para i ¢ 7" é justa
entdo 7'—TU{i} S« S\ N()
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fPrimaI-DuaI (F,C, f, c)

Algoritmo

-

v<«— 0 — 0
S—C T — ()
enguanto S # () faca
aumente v; paraj e Se parai € N(j)eje€S.
se je Sevizinhodeie T entdo S — S\ {j}
se a desigualdade do dual para i ¢ 7" é justa
entdo 7'—TU{i} S« S\ N()
T — ()
enquanto 7' # () faca
seja i um elemento de T
TN —T"u{i}
T—T\{heT:3d5€C w;,; >0, >0}
devolva 7"
-
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Razao de aproximacao

-

Teorema: Primal-Dual € uma 3-aproximacao.



Razao de aproximacao

-

Teorema: Primal-Dual € uma 3-aproximacao.

Lema: Se ;7 nao é vizinho de facilidade em 77,
entdo existe i em 77 tq ¢;; < 3v;.
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Razao de aproximacao
-

Teorema: Primal-Dual € uma 3-aproximacao. T

Lema: Se ;7 nao é vizinho de facilidade em 77,
entdo existe i em 77 tq ¢;; < 3v;.

Prova do lema depois.
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Razao de aproximacao
-

Teorema: Primal-Dual € uma 3-aproximacao. T

Lema: Se ;7 nao é vizinho de facilidade em 77,
entdo existe i em 77 tq ¢;; < 3v;.

Prova do lema depois.

Prova do teorema:
A(i) C N(i): clientes atribuidos a cada i € T".
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Razao de aproximacao
-

Teorema: Primal-Dual € uma 3-aproximacao. T

Lema: Se ;7 nao é vizinho de facilidade em 77,
entdo existe i em 77 tq ¢;; < 3v;.

Prova do lema depois.

Prova do teorema:
A(i) C N(i): clientes atribuidos a cada i € T".

Z(fi+ Z Cij) S‘ S‘ (wij + i) = S‘ S‘ Vs

IS JEA() €T jeA(r) €T jeA(t)
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Razao de aproximacao
-

Teorema: Primal-Dual € uma 3-aproximacao. T

Lema: Se ;7 nao é vizinho de facilidade em 77,
entdo existe i em 77 tq ¢;; < 3v;.

Prova do lema depois.

Prova do teorema:
A(i) C N(i): clientes atribuidos a cada i € T".

Z(fi+ Z Cij) S‘ S‘ (wij + i) = S‘ S‘ Vs

IS JEA() €T jeA(r) €T jeA(t)

pois se i € T’, entdo D ieaq) Wi = fi €

L se w;; >0, entao j € A( ). J
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Razao de aproximacao

Lema: Se j ndo é vizinho de facilidade em 77, o
entdo existe i em 77 tq ¢;; < 3v;.

Teorema: Primal-Dual € uma 3-aproximacao.
Prova: A(i): clientes atribuidos a cada i € 7".

D ieT (f’& + ZjeA(i) Cij) = D ier ZjeA(i) Uj-
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Razao de aproximacao

Lema: Se ;7 nao é vizinho de facilidade em 77,
entdo existe i em 77 tq ¢;; < 3v;.

Teorema: Primal-Dual € uma 3-aproximacao.
Prova: A(i): clientes atribuidos a cada i € 7".

D ieT (f’& + ZjeA(i) Cij) = D ier ZjeA(i) Uj-

7. clientes que ndo sao vizinhos de facilidade em 7".
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Razao de aproximacao

~ Lema: Se j nao é vizinho de facilidade em 7", o
entdo existe i em 77 tq ¢;; < 3v;.

Teorema: Primal-Dual € uma 3-aproximacao.
Prova: A(i): clientes atribuidos a cada i € 7".

D ieT (f’& + ZjeA(i) Cij) = D ier ZjeA(i) Uj-

7. clientes que ndo sao vizinhos de facilidade em 7".
Pelo lema, custo de atribuir j € Z a facilidade de 7" € < 3v;.
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Razao de aproximacao

~ Lema: Se j nao é vizinho de facilidade em 7", o
entdo existe i em 77 tq ¢;; < 3v;.

Teorema: Primal-Dual € uma 3-aproximacao.
Prova: A(i): clientes atribuidos a cada i € 7".

D ieT (f’& + ZjeA(i) Cij) = D ier ZjeA(i) Yj
7. clientes que ndo sao vizinhos de facilidade em 7".
Pelo lema, custo de atribuir j € Z a facilidade de 7" € < 3v;.

Dier (i 2 jeaw Cig) 3 2 jezvi = DD vi+3 ZUJ

€T je A7) jeZ

- < 3) v < 30PT.

jeC
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Razao de aproximacao

~ Lema: Se j nao é vizinho de facilidade em 7", o
entdo existe i em 77 tq ¢;; < 3v;.
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Razao de aproximacao

~ Lema: Se j nao é vizinho de facilidade em 7", o
entdo existe i em 77 tq ¢;; < 3v;.

Prova:
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Razao de aproximacao

~ Lema: Se j nao é vizinho de facilidade em 7", o
entdo existe i em 77 tq ¢;; < 3v;.

Prova: Quando v; parou de crescer,
j € N(h) paraalgum h e 7'\ T".
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Razao de aproximacao

~ Lema: Se j nao é vizinho de facilidade em 7", o
entdo existe i em 77 tq ¢;; < 3v;.

Prova: Quando v; parou de crescer,
j € N(h) paraalgum h e 7'\ T".
Existe cliente k vizinhode hei € T".

ha T’

U > Chj = VUL > Chk

= VL > Cik

L e T J
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Razao de aproximacao
~ Lema: Se j ndo é vizinho de facilidade em 7", o
entdo existe i em 77 tq ¢;; < 3v;.

Prova: Quando v; parou de crescer,
j € N(h) paraalgum h e 7'\ T".
Existe cliente k vizinhode he i € 77, e v, < v,.

h T

Uj > Ch;j — VUL > Chk

= VL > Cijk

L e’ J

Aproximagéo — p. 11



Inaproximabilidade

ReducoOes de problemas NP-completos
ReducoOes que preservam aproximacoes
ReducoOes a partir do PCP

ReducoOes do Label Cover

Reducdes do Unique Games
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Inaproximabilidade

-

Reducdbes de problemas NP-completos (ja vimos)
ReducoOes que preservam aproximacoes (hoje)
ReducoOes a partir do PCP

ReducoOes do Label Cover

Reducdes do Unique Games
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Inaproximabilidade

Reducdbes de problemas NP-completos (ja vimos)
ReducoOes que preservam aproximacoes (hoje)
ReducoOes a partir do PCP (gquarta que vem)
ReducoOes do Label Cover

Reducoes do Unique Games (quarta que vem)

Aproximagéo — p. 13



Reducoes de problemas NP-completo:

- N

#® Reducao do 2-Particao para o Bin Packing
(a-aproximagdo com « < 2 implica que P=NP)



Reducoes de problemas NP-completo:

- N

#® Reducao do 2-Particao para o Bin Packing
(a-aproximagdo com « < 2 implica que P=NP)

#® Reducao do Circuito Hamiltoniano para o TSP
(c-aproximacao com a = O(2") implica que P=NP.)
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Reducoes de problemas NP-completo:

- N

#® Reducao do 2-Particao para o Bin Packing
(a-aproximagdo com « < 2 implica que P=NP)

#® Reducao do Circuito Hamiltoniano para o TSP
(c-aproximacao com a = O(2") implica que P=NP.)

#® Reducéo do Conjunto Dominante Minimo para o
Problema dos 2-Centros
(a-aproximacao com a < 2 implica que P=NP.)

o |
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Reducoes que preservam aproximacac

- N

#® Reducao do MAX E3SAT para o MAX 2SAT
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#® Reducao do MAX E3SAT para o MAX 2SAT

# Reducao do MAX E3SAT para o Conjunto
Independente



Reducoes que preservam aproximacac

- N

#® Reducao do MAX E3SAT para o MAX 2SAT

# Reducao do MAX E3SAT para o Conjunto
Independente

#® Reducéo do Conjunto Independente para o proprio

o |
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MAX SAT
-

Variaveis booleanas z1, ..., z,.
Literal: variavel z; ou sua negacao z;

Clausula: conjunto de literais nas variaveis x1, ..., x,.

o |
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MAX SAT
-

Variaveis booleanas z1, ..., z,.
Literal: variavel z; ou sua negacao z;
Clausula: conjunto de literais nas variaveis x1, ..., x,.

MAX SAT: Dadas clausulas C1, ..., (), nas variaveis
r1,...,Tn, € PES0S w; > 0 para cada C;, encontrar uma

atribuicao para as variaveis que maximize o peso das
clausulas satisfeitas.
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MAX SAT
-

Variaveis booleanas z1, ..., z,.
Literal: variavel z; ou sua negacao z;
Clausula: conjunto de literais nas variaveis x1, ..., x,.

MAX SAT: Dadas clausulas C1, ..., (), nas variaveis
r1,...,%n, € PESOS w; > 0 para cada C';, encontrar uma
atribuicao para as variaveis que maximize o peso das

clausulas satisfeitas.
MAX E3SAT: as clausulas tém exatamente trés literais.
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MAX SAT
-

Variaveis booleanas z1, ..., z,.
Literal: variavel z; ou sua negacao z;
Clausula: conjunto de literais nas variaveis x1, ..., x,.

MAX SAT: Dadas clausulas C1, ..., (), nas variaveis
r1,...,Tn, € PES0S w; > 0 para cada C;, encontrar uma

atribuicao para as variaveis que maximize o peso das
clausulas satisfeitas.

MAX E3SAT: as clausulas tém exatamente trés literais.
MAX 2SAT: as clausulas tém no maximo dois literais.
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Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT

fTroque a clausula C; = (z1 V 22 V z3) pelas 10 clausulas T



Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT

fTroque a clausula C; = (z1 V 22 V z3) pelas 10 clausulas T
X1, T2, 3, T1 V X2, T2V T3, T1 V T3, Yj, L1 V Yj, L2V Yj, T3V Yj.

y;: variavel nova.



Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT

fTroque a clausula C; = (z1 V 22 V z3) pelas 10 clausulas T
L1y L2, T3y T1 V T2, T2V I3, T1 V I3,y Y5, L1V Yj, T2V Yj, T3V Uj.

y;: variavel nova.

Atribuicao que satisfaz C; corresponde a
atribuicdo que satisfaz 7 das 10 clausulas acima.
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Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT

fTroque a clausula C; = (z1 V 22 V x3) pelas 10 clausulas T
L1y L2, T3y T1 V T2, T2V I3, T1 V I3,y Y5, L1V Yj, T2V Yj, T3V Uj.

y;: variavel nova.

Atribuicao que satisfaz C; corresponde a
atribuicdo que satisfaz 7 das 10 clausulas acima.

Atribuicao que nao satisfaz C; corresponde a
atribuicdo gue satisfaz 6 das 10 clausulas acima.
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Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT

fTroque a clausula C; = (z1 V 22 V x3) pelas 10 clausulas T
L1y L2, T3y T1 V T2, T2V I3, T1 V I3,y Y5, L1V Yj, T2V Yj, T3V Uj.

y;: variavel nova.

Atribuicao que satisfaz C; corresponde a
atribuicdo que satisfaz 7 das 10 clausulas acima.

Atribuicao que nao satisfaz C; corresponde a
atribuicdo gue satisfaz 6 das 10 clausulas acima.

m: numero de clausulas na instancia / do MAX E3SAT.
k= OPT(I).
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Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT

fTroque a clausula C; = (z1 V 22 V x3) pelas 10 clausulas T
L1y L2, T3y T1 V T2, T2V I3, T1 V I3,y Y5, L1V Yj, T2V Yj, T3V Uj.

y;: variavel nova.

Atribuicao que satisfaz C; corresponde a
atribuicdo que satisfaz 7 das 10 clausulas acima.

Atribuicao que nao satisfaz C; corresponde a
atribuicdo gue satisfaz 6 das 10 clausulas acima.

m:. numero de clausulas na instancia I do MAX E3SAT.
k* = OPT(I).

Entdo OPT(I') = Tk* + 6(m — k*) = k* + 6m,
Londe I' & a instancia correspondente do MAX 2SAT. J
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Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT
B o

Se A é uma a-aproximacao para o MAX 2SAT,
gue produz uma atribuicao que satisfaz 7 clausulas das 10,

para k dos C};, a atribui¢do derivada satisfaz k dos C;.



Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT
B o

Se A é uma a-aproximacao para o MAX 2SAT,
gue produz uma atribuicao que satisfaz 7 clausulas das 10,

para k dos C};, a atribui¢do derivada satisfaz k dos C;.

OPT(I) — &

K~k = Tk +6(m — k*) — (Th + 6(m — k))
< OPT(I') —aOPT(I') = (1— a)OPT(I).
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Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT
B o

Se A é uma «a-aproximacao para o MAX 2SAT,
gue produz uma atribuicao que satisfaz 7 clausulas das 10,
para k dos C};, a atribui¢do derivada satisfaz k dos C;.

OPT(I) — &

K~k = Tk +6(m — k*) — (Th + 6(m — k))
< OPT(I') —aOPT(I') = (1— a)OPT(I).

Logo k > OPT(I) — (1 — a)OPT(I").
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Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT
B o

Se A é uma «a-aproximacao para o MAX 2SAT,
gue produz uma atribuicao que satisfaz 7 clausulas das 10,
para k dos C};, a atribui¢do derivada satisfaz k dos C;.

OPT(I) — k k' —k = Tk +6(m — k") — (Tk + 6(m — k))

< OPT(I') — a OPT(I') = (1 —a)OPT(I).

Logo k > OPT(I) — (1 — a)OPT(I").

Para deduzir uma razao de aproximacao para o MAX
E3SAT, precisamos relacionar OPT (") e OPT(I).

o |

Aproximagéo — p. 18



Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT

fSe A € uma a-aproximacao para o MAX 2SAT, T
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Vale que k > OPT(I) — (1 — a)OPT(I").



Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT

fSe A € uma a-aproximacao para o MAX 2SAT, T
gue produz uma atribuicao que satisfaz 7 clausulas das 10,
para k dos C}, tal atribui¢éo satisfaz k& dos C,.

Vale que k > OPT(I) — (1 — a)OPT(I").

Sabemos que OPT(I) = k* > Lm.



Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT

fSe A € uma a-aproximacao para o MAX 2SAT, T
gue produz uma atribuicao que satisfaz 7 clausulas das 10,

para k dos C}, tal atribui¢éo satisfaz k& dos C,.
Vale que k > OPT(I) — (1 — a)OPT(I").

Sabemos que OPT(I) = k* > Lm.

Como OPT(I") = 7k* + 6(m — k*) = k™ 4+ 6m,
temos que OPT(I) < k* + 68k* = 220PT(I).

o |
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Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT

fSe A € uma a-aproximacao para o MAX 2SAT, T
gue produz uma atribuicao que satisfaz 7 clausulas das 10,
para k dos C}, tal atribui¢éo satisfaz k& dos C,.

Vale que k > OPT(I) — (1 — a)OPT(I").

Sabemos que OPT(I) = k* > Lm.

Como OPT(I") = 7k* + 6(m — k*) = k™ 4+ 6m,
temos que OPT(I) < k* + 68k* = 220PT(I).

Logo k > OPT(I) — (1 — @) 20PT(I) = (2a — 2)OPT(I).

o |



Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT

fSe A € uma a-aproximacao para o MAX 2SAT, T
gue produz uma atribuicao que satisfaz 7 clausulas das 10,
para k dos C}, tal atribui¢éo satisfaz k& dos C,.

Vale que k > OPT(I) — (1 — a)OPT(I").
Sabemos que OPT(I) = k* > Lm.

Como OPT(I") = 7k* + 6(m — k*) = k™ 4+ 6m,
temos que OPT(I) < k* + 68k* = 220PT(I).

Logo k > OPT(I) — (1 — @) 20PT(I) = (2a — 2)OPT(I).

- a-aprox. MAX 2SAT — (2o — 2)-aprox. MAX E3SAT |
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Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT
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a-aprox. MAX 2SAT = (2a — 22)-aprox. MAX E3SAT

Lembre-se do seguinte

Teorema: A menos que P = NP, nao existe uma
a-aproximacao para MAX E3SAT com « > %

(Esse vem do PCP)



Reducdo MAX E3SAT p/ MAX 2SAT
-

a-aprox. MAX 2SAT = (2a — 22)-aprox. MAX E3SAT

Lembre-se do seguinte

Teorema: A menos que P = NP, nao existe uma
a-aproximacao para MAX E3SAT com « > %

(Esse vem do PCP)

Entao

Teorema: A menos que P = NP, nao existe uma

433
a-aproximacéo para MAX 2SAT com « > 323 ~ 0,984.

o |
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L-reducao

fDados dois problemas de otimizacao II e IT, T
temos uma L-reducéao de II para I’ se, para um par de
numeros a € b positivos,
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L-reducao

fDados dois problemas de otimizacao II e IT, T
temos uma L-reducéao de II para I’ se, para um par de
numeros a € b positivos,

# para cada instancia I de II, podemos calcular em
tempo polinomial uma instancia I’ de IT';
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L-reducao

fDados dois problemas de otimizacao II e IT, T
temos uma L-reducéao de II para I’ se, para um par de
numeros a € b positivos,

# para cada instancia I de II, podemos calcular em
tempo polinomial uma instancia I’ de IT';

® OPT(I') < a OPT(I);
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L-reducao

fDados dois problemas de otimizacao II e IT, T
temos uma L-reducéao de II para I’ se, para um par de
numeros a € b positivos,

# para cada instancia I de II, podemos calcular em
tempo polinomial uma instancia I’ de IT';

® OPT(I') < a OPT(I);

o dada solucao de valor v’ para I’, podemos calcular em
tempo polinomial solucéo para I’ de valor v tal que

OPT(I) —v| < b|OPT(I') =]
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L-reducao

fDados dois problemas de otimizacao II e IT, T
temos uma L-reducéao de II para I’ se, para um par de
numeros a € b positivos,

# para cada instancia I de II, podemos calcular em
tempo polinomial uma instancia I’ de IT';

® OPT(I') <aOPT(I");
o dada solucao de valor v’ para I’, podemos calcular em

tempo polinomial solucéo para I’ de valor v tal que
IOPT(I) —v| < b|JOPT(I") =]

Para problemas de maximizacao,
Lv > OPT()—b(OPTI") —") > OPT(I) —b(1 — a)OPT(]’j
> OPT(I)(1 —ab(l —a)).
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L-reducao

fDados dois problemas de otimizacao II e IT, T
temos uma L-reducéao de II para I’ se, para um par de
numeros a € b positivos,

# para cada instancia I de II, podemos calcular em
tempo polinomial uma instancia I’ de IT';

® OPT(I') < a OPT(I);

o dada solucao de valor v’ para I’, podemos calcular em
tempo polinomial solucéo para I’ de valor v tal que

OPT(I) —v| < b|OPT(I') =]

Para problemas de maximizacéo, v > OPT(I)(1 — ab(1 — «)).

o |
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L-reducao

fDados dois problemas de otimizacao II e IT, T
temos uma L-reducéao de II para I’ se, para um par de
numeros a € b positivos,

# para cada instancia I de II, podemos calcular em
tempo polinomial uma instancia I’ de IT';

® OPT(I') < a OPT(I);

o dada solucao de valor v’ para I’, podemos calcular em
tempo polinomial solucéo para I’ de valor v tal que

OPT(I) —v| < b|OPT(I') =]

Para problemas de maximizacéo, v > OPT(I)(1 — ab(1 — «)).
LQuanto menor ab, melhor o resultado. J
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L-reducao

fDados dois problemas de otimizacao II e IT, T
temos uma L-reducéao de II para I’ se, para um par de
numeros a € b positivos,

# para cada instancia I de II, podemos calcular em
tempo polinomial uma instancia I’ de IT';

® OPT(I") <aOPT(I);
o dada solucao de valor v’ para I’, podemos calcular em
tempo polinomial solucéo para I’ de valor v tal que
IOPT(I) —v| < b|OPT") =]
Para problemas de maximizacéo, v > OPT(I)(1 — ab(1 — «)).
Para problemas de minimizagao, v < OPT(I)(1 + ab(1 — «)).
LQuanto menor ab, melhor o resultado. J
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L-reducao

fDados dois problemas de otimizacao II e IT, T
temos uma L-reducéao de II para I’ se, para um par de

numeros a € b positivos,

# para cada instancia I de II, podemos calcular em
tempo polinomial uma instancia I’ de IT';

® OPT(I') < a OPT(I);

o dada solucao de valor v’ para I’, podemos calcular em
tempo polinomial solucéo para I’ de valor v tal que

IOPT(I) —v| < b|OPT") =]
Quanto menor ab, melhor o resultado.

o |
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L-reducao

fDados dois problemas de otimizacao II e IT, T
temos uma L-reducéao de II para I’ se, para um par de

numeros a € b positivos,

# para cada instancia I de II, podemos calcular em
tempo polinomial uma instancia I’ de IT';

® OPT(I") <aOPT(I);
o dada solucao de valor v’ para I’, podemos calcular em
tempo polinomial solucéo para I’ de valor v tal que
|OPT(I) —v| < bJOPT(I') — ']

Quanto menor ab, melhor o resultado.

Reducdo anterior: a = 2 (OPT(I') < 20PT([))
| eb=1 (Tk*+6(m—k*)— (Th+6(m—Fk)) = k" — k), o
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Reducao melhor
~ Redug&o anterior: a = % e b = 1. o
Troque a clausula C; = (1 V 22 V x3) pelas 7 clausulas

r1 VX3, T1V T2, 1V Yjy T1 VY5, 3V Yj, T3V Y5, T2V Yy,
cada uma com peso 1/2, exceto a ultima, que tem peso 1.
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Reducao melhor
~ Redug&o anterior: a = % e b = 1. o

Troque a clausula C; = (1 V 22 V x3) pelas 7 clausulas
r1V Z3, 1V T2, 1 V Yj, T1 V Yj, T3V Yj, T3V Yj, T2 V Yj,
cada uma com peso 1/2, exceto a ultima, que tem peso 1.

Atribuicdo que satisfaz C; corresponde a atribuigao
gue satisfaz clausulas acima que somam peso 3,5.
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Reducao melhor

~ Redug&o anterior: a = % e b = 1.

-

Troque a clausula C; = (1 V 22 V x3) pelas 7 clausulas

r1V X3, T1V T2, 1V Yj, T1 V Y5, T3V Yj, T3

V Yy, x2 V yj,

cada uma com peso 1/2, exceto a ultima, que tem peso 1.

Atribuicdo que satisfaz C; corresponde a atribuigao

gue satisfaz clausulas acima gue somam

Atribuicao que nao satisfaz C'; corresponc
gue satisfaz clausulas acima gue somam

o

neso 3.5.

e a atribuicao

0eso 2,5.

|
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Reducao melhor
~ Redug&o anterior: a = % e b = 1. o

Troque a clausula C; = (1 V 22 V x3) pelas 7 clausulas
r1V Z3, 1V T2, 1 V Yj, T1 V Yj, T3V Yj, T3V Yj, T2 V Yj,
cada uma com peso 1/2, exceto a ultima, que tem peso 1.

Atribuicdo que satisfaz C; corresponde a atribuigao
gue satisfaz clausulas acima que somam peso 3,5.

Atribuicdo que néo satisfaz C'; corresponde a atribuigao
gue satisfaz clausulas acima que somam peso 2,5.

Isso resulta numa L-redugdo coma=1+3-8 =2 eb=1.

7

o |
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Reducao melhor
~ Redug&o anterior: a = % e b = 1. o

Troque a clausula C; = (1 V 22 V x3) pelas 7 clausulas
r1V Z3, 1V T2, 1 V Yj, T1 V Yj, T3V Yj, T3V Yj, T2 V Yj,
cada uma com peso 1/2, exceto a ultima, que tem peso 1.

Atribuicdo que satisfaz C; corresponde a atribuigao
gue satisfaz clausulas acima que somam peso 3,5.

Atribuicdo que néo satisfaz C'; corresponde a atribuigao
gue satisfaz clausulas acima que somam peso 2,5.

Isso resulta numa L-redugdo coma=1+3-8 =2 eb=1.

Teorema: A menos que P = NP, nao existe uma
-aproximag&o para MAX 2SAT com a > 592 ~ 0,968. J
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MAX E3SAT p/ Conjunto Independente
B -

Conjunto Independente: Dado um grafo G, encontrar um
conjunto independente de tamanho maximo em G.

Para ¢ = (xl VX9V wg)(fl VoV $4)(5131 V x3 V $5)

Note que OPT(¢) = OPT(G) e de um conjunto
iIndependente de tamanho v, podemos obter uma
atribuicao que satisfaz v > ¢’ clausulas.

o |
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MAX E3SAT p/ Conjunto Independente
B -

Conjunto Independente: Dado um grafo G, encontrar um
conjunto independente de tamanho maximo em G.

Para ¢ = (xl VX9V wg)(fl VoV $4)(5131 V x3 V $5)

Note que OPT(¢) = OPT(G) e de um conjunto
iIndependente de tamanho v, podemos obter uma
atribuicao que satisfaz v > ¢’ clausulas.

LOu seja, temos a =b = 1. J
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Conjunto Independente: Dado um grafo G, encontrar um
conjunto independente de tamanho maximo em G.

L-reducéo do MAX E3SAT para o Conjunto Independente
com a = b = 1 implica no seguinte



MAX E3SAT p/ Conjunto Independente
B -

Conjunto Independente: Dado um grafo G, encontrar um
conjunto independente de tamanho maximo em G.

L-reducéo do MAX E3SAT para o Conjunto Independente
com a = b = 1 implica no seguinte

Teorema: A menos que P = NP, nao existe uma
a-aproximacao para Conjunto Independente com « > %

o |
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Conjunto Independente para o proprio

fConjunto Independente: Dado grafo G = (V, E), encontrar T
conjunto independente de tamanho maximo em G.



Conjunto Independente para o proprio

fConjunto Independente: Dado grafo G = (V, E), encontrar T
conjunto independente de tamanho maximo em G.

Considere G’ =G x G,onde V(G') =V xV e
(u1,v1) € adjacente a (ug,v2) SS€ ujus € £ oU vive € F.
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Conjunto Independente para o proprio

fConjunto Independente: Dado grafo G = (V, E), encontrar T
conjunto independente de tamanho maximo em G.

Considere G’ =G x G,onde V(G') =V xV e
(u1,v1) € adjacente a (ug,v2) SS€ ujus € £ oU vive € F.

Se S é conjunto independente em G,
entao S x S é conjunto independente em G’
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Conjunto Independente para o proprio

fConjunto Independente: Dado grafo G = (V, E), encontrar T
conjunto independente de tamanho maximo em G.

Considere G’ =G x G,onde V(G') =V xV e
(u1,v1) € adjacente a (ug,v2) SS€ ujus € £ oU vive € F.

Se S é conjunto independente em G,
entao S x S é conjunto independente em G’

Se S’ é conjunto independente em G’ e

Si={ueV:Iu,w)eSteSy={uecV:Iw,u) €S},
entdo ambos S; e Sy sao conjuntos independentes em G.

o |

Aproximacéo — p. 26



Conjunto Independente para o proprio

fConjunto Independente: Dado grafo G = (V, E), encontrar T
conjunto independente de tamanho maximo em G.

Considere G’ =G x G,onde V(G') =V xV e
(u1,v1) € adjacente a (ug,v2) SS€ ujus € £ oU vive € F.

Se S é conjunto independente em G,
entao S x S é conjunto independente em G’

Se S’ é conjunto independente em G’ e
Si={ueV:I(u,w)eSteS={ueV:I(w,u) €S},
entdo ambos S; e Sy sao conjuntos independentes em G.

Conjunto Independente de tamanho £ em G sse
Lconjunto independente de tamanho k% em G'. J
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Conjunto Independente para o proprio

fConjunto Independente: Dado grafo G = (V, E), encontrar T
conjunto independente de tamanho maximo em G.

Considere G’ =G x G,onde V(G') =V xV e
(u1,v1) € adjacente a (ug,v2) SS€ ujus € £ oU vive € F.

Se S é conjunto independente em G,
entao S x S é conjunto independente em G’

Se S’ é conjunto independente em G’ e
Si={ueV:I(u,w)eSteS={ueV:I(w,u) €S},
entdo ambos S; e Sy sao conjuntos independentes em G.

Ou seja, OPT(G’) = OPT(G)?.

o |
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Conjunto Independente para o proprio

fConjunto Independente: Dado grafo G = (V, E), encontrar T
conjunto independente de tamanho maximo em G.

Considere G’ =G x G,onde V(G') =V xV e
(u1,v1) € adjacente a (ug, v2) SS€ ujv; € E 0OU ugve € F.

Vale que OPT(G’) = OPT(G)?.
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Conjunto Independente para o proprio

fConjunto Independente: Dado grafo G = (V, E), encontrar T
conjunto independente de tamanho maximo em G.

Considere G’ =G x G,onde V(G') =V xV e
(u1,v1) € adjacente a (ug, v2) SS€ ujv; € E 0OU ugve € F.

Vale que OPT(G’) = OPT(G)?.

Se existe a-aproximacao para Conjunto Independente,
ao executa-la em G’, obtemos conjunto independente de G’
de tamanho k' > o OPT(G") = a OPT(G)?,

o |
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Conjunto Independente para o proprio

fConjunto Independente: Dado grafo G = (V, E), encontrar T
conjunto independente de tamanho maximo em G.

Considere G’ =G x G,onde V(G') =V xV e
(u1,v1) € adjacente a (ug, v2) SS€ ujv; € E 0OU ugve € F.

Vale que OPT(G’) = OPT(G)?.

Se existe a-aproximacao para Conjunto Independente,

ao executa-la em G’, obtemos conjunto independente de G’
de tamanho ¥’ > a OPT(G’) = a OPT(G)?, e podemos
extrair conjunto independente de G de tamanho

> VE > /aOPT(G).
| -
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Conjunto Independente para o proprio

fConjunto Independente: Dado grafo G = (V, E), encontrar T
conjunto independente de tamanho maximo em G.

Considere G’ =G x G,onde V(G') =V xV e
(u1,v1) € adjacente a (ug, v2) SS€ ujv; € E 0OU ugve € F.

Vale que OPT(G’) = OPT(G)?.

Se existe a-aproximacao para Conjunto Independente,
ao executa-la em G’, obtemos conjunto independente de G’

de tamanho ¥’ > a OPT(G’) = a OPT(G)?, e podemos
extrair conjunto independente de G de tamanho

> VE > /aOPT(G).

LOu seja, obtemos uma /a-aproximacao. J
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Consequéncia

fConjunto Independente: Dado grafo G = (V, E), encontrar T
conjunto independente de tamanho maximo em G.

Teorema: Se existe uma «a-aproximacao para qualquer

constante a, com 0 < « < 1, entao existe um esquema de
aproximacao polinomial para o Conjunto Independente.
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Consequéncia

fConjunto Independente: Dado grafo G = (V, E), encontrar T
conjunto independente de tamanho maximo em G.

Teorema: Se existe uma «a-aproximacao para qualquer
constante a, com 0 < « < 1, entao existe um esquema de
aproximacao polinomial para o Conjunto Independente.

Mas provamos ha pouco o seguinte

Teorema: A menos que P = NP, nao existe uma
a-aproximacao para Conjunto Independente com « > %

o |
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Consequéncia

fConjunto Independente: Dado grafo G = (V, E), encontrar T
conjunto independente de tamanho maximo em G.

Teorema: Se existe uma «a-aproximacao para qualquer
constante a, com 0 < « < 1, entao existe um esquema de
aproximacao polinomial para o Conjunto Independente.

Mas provamos ha pouco o seguinte

Teorema: A menos que P = NP, nao existe uma
a-aproximacao para Conjunto Independente com « > %

Assim deduzimos

Teorema: A menos que P = NP, nao existe a-aproximacao
Lpara Conjunto Independente para nenhuma contante «. J
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