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® custo ¢, > 0 para cada aresta ¢ de ¢
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Floresta de Steiner

-

Instancia:

® grafo G = (V, F)

® custo ¢, > 0 para cada aresta ¢ de ¢
#® colecao R de subconjuntos de V/

SCVeéativose RNS#De R\ S # 0 paraalgum R em R.
A: conjunto dos S ativos
F é R-floresta se dp(5) # () para todo S em A.

Objetivo: encontrar R-floresta F' de peso minimo.
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Floresta de Steiner

-

Instancia:

® grafo G = (V, F)

#® custo ¢, > 0 para cada aresta ¢ de ¢
#® colecao R de subconjuntos de V

Objetivo: encontrar R-floresta £’ de peso minimo.

Formulacao como programa linear inteiro:
Dados G = (V, F), ¢, R, encontrar x que
minimize ) __ c. z.
sujeito a ) .55) 2 = 1 para cada S em A
re. € {0,1} para cada e em FE.

o |
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Relaxacao linear e seu dual

-

Problema: Dados G = (V. E), ¢, R, encontrar R-floresta I
de custo minimo.

-

Relaxacao linear (P):
Dados G = (V, F), ¢, R, encontrar x que
minimize ) __ c. x.
sujeito a ) .55) Ze = 1 para cada S em A
r. > (0 paracadacem FE.

Dual (D):
Dados &G = (V, F), ¢, R, encontrar y que

maximize » ¢, 1 s
sujelto a ) Jq..c4(5) Ys < ce para cada aresta e

L ys > 0 para cada S em A. J
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Algoritmo primal-dual

. SCVéativose RNS#0eRCS+(paraalgum Rem R |
Ar: conjunto dos componentes ativos da floresta

PRIMALDUAL (G, ¢, R)

1 para cadaSemsS faca yg « 0

2 F <1

3 enquanto Ap # () faca

4 € < min{ce — ZS’:eeé(S’) ys: ce €o(S)esS e Ar}

5 [ argmin{ce — 3 gr.ce505n Ysr 1 € €0(5) e S € Ap}
6 para cada S € Ap faca yg «— yg + ¢

7 F—FU{J}

8 seja I’ uma R-floresta minimal em I

9 devolva F’

B

|
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Algoritmo primal-dual

. SCVéativose RNS#0eRCS+(paraalgum Rem R |
Ar: conjunto dos componentes ativos da floresta

PRIMALDUAL (G, ¢, R)

1 para cadaSemsS faca yg « 0

2 F <1

3 enquanto Ap # () faca

4 € < min{ce — ZS’:eeé(S’) ys: ce €o(S)esS e Ar}

5 [ argmin{ce — 3 gr.ce505n Ysr 1 € €0(5) e S € Ap}
6 para cada S € Ap faca yg «— yg + ¢

7 F—FU{J}

8 seja I’ uma R-floresta minimal em I

9 devolva F’

LTeorema: PRIMALDUAL é uma 2-aproximacao. J
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Analise

fAuIa passada:
Lema: F' é uma floresta.



Analise
fAuIa passada: T

Lema: F' & uma floresta.

Nesta aula:
Teorema: PRIMALDUAL é uma 2-aproximacao.
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Analise
fAuIa passada: T

Lema: F' & uma floresta.

Nesta aula:
Teorema: PRIMALDUAL é uma 2-aproximacao.
Prova: Se provarmos que

> ogealor(S)ys < 2> gcays,
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Analise
fAuIa passada: T

Lema: F' & uma floresta.

Nesta aula:
Teorema: PRIMALDUAL é uma 2-aproximacao.
Prova: Se provarmos que

> ogealor(S)ys < 2> gcays,

entao
ZeEF’Ce — Z Z yS
ecl” S:ecd(S
= ZSEA|5F’( ) ys
o < 23 geays < 2o0pt. N
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ldela da analise

-

Falta entao provar que

ZSeAMF’(S)‘yS < 2 ZSeAyS,



ldela da analise
F

alta entao provar que

> ogealor(S)ys < 2> gcays,

Para provar ISSO, antes mostraremos que.

0 grau médio em £’ das componentes
ativas em cada iteracdo € menor que 2.
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ldela da analise
F

alta entao provar que

> ogealor(S)ys < 2> gcays,

Para provar ISSO, antes mostraremos que.

0 grau médio em £’ das componentes
ativas em cada iteracdo € menor que 2.

Lema: No inicio de cada iteracao,

Londe F' é a floresta naquela iteracao.
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Analise
fLema: No inicio de cada iteracao, T

> sedn [0r(S)] < 2]|AF|,

onde F' é a floresta naquela iteracao.

Suponha que o lema esta provado.
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Analise
fLema: No inicio de cada iteracao,

> sedn [0r(S)] < 2]|AF|,

onde F' é a floresta naquela iteracao.
Suponha que o lema esta provado.

Vamos provar que

ZSeAMF’(S)‘yS < 2 ZSeAyS-

Prova: Por inducao no numero de iteracoes.

o
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Analise
fLema: No inicio de cada iteracao, T

> sedn [0r(S)] < 2]|AF|,

onde F' é a floresta naquela iteracao.
Suponha que o lema esta provado.

Vamos provar que

ZSeA\CSF’(S)\?JS < 2 ZSeAyS-

Prova: Por inducao no nidmero de iteracoes.
No inicio da primeira iteracao, isso € obvio pois y = 0.
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Analise

fLema: No inicio de cada iteracao, ) g 4. [07(S)| < 2 ]AF\,T
onde F' é a floresta naquela iteracao.

Vamos provar que > ¢ 4 |07 (5)|ys < 2 ) gc 4 Ys-

Prova: Por inducédo no numero de iteracdes, vale que

D selor(S)lys < 2> gcays.

No inicio da primeira iteracao, isso € obvio pois y = 0.
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Analise

fLema: No inicio de cada iteracao, ) g 4. [07(S)| < 2 ]AF\,T
onde F' é a floresta naquela iteracao.

Vamos provar que > ¢ 4 |07 (5)|ys < 2 ) gc 4 Ys-

Prova: Por inducédo no numero de iteracdes, vale que

D selor(S)lys < 2> gcays.

No inicio da primeira iteracao, isso € obvio pois y = 0.
Suponha que vale no inicio de uma iteracao.
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Analise

fLema: No inicio de cada iteracao, ) g 4. [07(S)| < 2 ]AF\,T
onde F' é a floresta naquela iteracao.

Vamos provar que > ¢ 4 |07 (5)|ys < 2 ) gc 4 Ys-
Prova: Por inducédo no numero de iteracdes, vale que

D selor(S)lys < 2> gcays.

No inicio da primeira iteracao, isso € obvio pois y = 0.
Suponha que vale no inicio de uma iteracao.

Na iteracao, ys € acrescido de ¢ para cada S € Ap.
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Analise
fLema: No inicio de cada iteragao, ) g 4, [0F(5)] < 2 !AF\,T

onde F' é a floresta naquela iteracao.

Vamos provar que > ¢ 4 |07 (5)|ys < 2 ) gc 4 Ys-

Prova: Por inducédo no numero de iteracdes, vale que

D selor(S)lys < 2> gcays.

No inicio da primeira iteracao, isso € obvio pois y = 0.
Suponha que vale no inicio de uma iteracao.

Na iteracao, ys € acrescido de ¢ para cada S € Ap.
Logo, o lado esquerdo € acrescido de » g 4, [0/ (5)]e,
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Analise

fLema: No inicio de cada iteracao, ) g 4. [07(S)| < 2 ]AF\,T
onde F' é a floresta naquela iteracao.

Vamos provar que > ¢ 4 |07 (5)|ys < 2 ) gc 4 Ys-
Prova: Por inducédo no numero de iteracdes, vale que

D selor(S)lys < 2> gcays.

No inicio da primeira iteracao, isso € obvio pois y = 0.
Suponha que vale no inicio de uma iteracao.

Na iteracao, ys € acrescido de ¢ para cada S € Ap.
Logo, o lado esquerdo € acrescido de » g 4, [0/ (5)]e,

e o lado direito, de 2| Ax|e.
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Analise

fLema: No inicio de cada iteracao, ) g 4. [07(S)| < 2 ]AF\,T
onde F' é a floresta naquela iteracao.

Vamos provar que > ¢ 4 |07 (5)|ys < 2 ) gc 4 Ys-
Prova: Por inducédo no numero de iteracdes, vale que

> 5el0r(S)ys < 2 ) 5 1Ys-
No inicio da primeira iteracao, isso € obvio pois y = 0.
Suponha que vale no inicio de uma iteracao.

Na iteracao, ys € acrescido de ¢ para cada S € Ap.
Logo, o lado esquerdo € acrescido de » g 4, [0/ (5)]e,

e o lado direito, de 2| Ax|e.
LPeIo lema entao, a desigualdade vale no final da iteracao. J
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Analise

~ Lema: No inicio de cada iterag&o, Y- g 4, [67(S)] < 2|Ap|, |
onde F' é a floresta naquela iteracao.
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Analise

~ Lema: No inicio de cada iterag&o, Y- g 4, [67(S)] < 2|Ap|, |
onde F' é a floresta naquela iteracao.

Prova: |6g(S)| € o grau em F’ de um componente S de F.
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Analise

~ Lema: No inicio de cada iterag&o, Y- g 4, [67(S)] < 2|Ap|, |
onde F' é a floresta naquela iteracao.
Prova: |6g(S)| € o grau em F’ de um componente S de F.

Os componentes de ' de grau 1 em F’ sao todos ativos:
para qualquer componente S de F,

se |0p(S)|=1entdo S € Ap.
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Analise

~ Lema: No inicio de cada iterag&o, Y- g 4, [67(S)] < 2|Ap|, |
onde F' é a floresta naquela iteracao.

Prova: |6g(S)| € o grau em F’ de um componente S de F.

Os componentes de ' de grau 1 em F’ sao todos ativos:
para qualquer componente S de F,

se |0p(S)|=1entdo S € Ap.

Grafo H: contracao das componentes de F' nesta iteracao.
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Analise

~ Lema: No inicio de cada iterag&o, Y- g 4, [67(S)] < 2|Ap|, |
onde F' é a floresta naquela iteracao.

Prova: |6g(S)| € o grau em F’ de um componente S de F.

Os componentes de ' de grau 1 em F’ sao todos ativos:
para qualquer componente S de F,

se |0p(S)|=1entdo S € Ap.

Grafo H: contracao das componentes de F' nesta iteracao.
H & uma floresta, 1090 > gy [0 (S)| = 2|En| < 2(|Vh| —1).
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Analise

~ Lema: No inicio de cada iterag&o, Y- g 4, [67(S)] < 2|Ap|, |
onde F' é a floresta naquela iteracao.

Prova: |0 (S)| € o grau em F’ de um componente S de F.

Os componentes de ' de grau 1 em F’ sao todos ativos:
para qualquer componente S de F,

se |0p(S)|=1entdo S € Ap.

Grafo H: contracao das componentes de F' nesta iteracao.
H & uma floresta, 1090 > gy [0 (S)| = 2|En| < 2(|Vh| —1).

2 sedpu 7p 107 (9)] < 2(|AF| +|ZF| = 1),

onde Zr sao 0s componentes inativos de F' na iteracao,

" de grau ndo nulo. o
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Conclusao da analise

fLema: No inicio de cada iteracao, » g, 4, |07 (S)| < 2 ]AF\,T
onde F' é a floresta naquela iteracao.

Prova: Se |6g/(S)|=1entao S € Ap.
Grafo H: contracao das componentes de F' nesta iteracao.
Como /H e uma floresta,

2 sedpu 7 [0F (S)] < 2(JAF| + [ZF| = 1).

Tr: componentes inativos de F' na iteracao de grau > 0.
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Conclusao da analise

fLema: No inicio de cada iteracao, » g, 4, |07 (S)| < 2 ]AF\,T
onde F' é a floresta naquela iteracao.

Prova: Se |6g/(S)|=1entao S € Ap.
Grafo H: contracao das componentes de F' nesta iteracao.
Como /H e uma floresta,

2 sedpu 7 [0F (S)] < 2(JAF| + [ZF| = 1).

Tr: componentes inativos de F' na iteracao de grau > 0.
Como [6(S)| > 2 paratodo S em Zr., temos que

> sedn 07 (S) = Dsea,uze 107 ()| — 2 ser, 107(S)]
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Conclusao da analise

fLema: No inicio de cada iteracao, » g, 4, |07 (S)| < 2 ]AF\,T
onde F' é a floresta naquela iteracao.

Prova: Se |6g/(S)|=1entao S € Ap.
Grafo H: contracao das componentes de F' nesta iteracao.
Como /H e uma floresta,

2 sedpu 7 [0F (S)] < 2(JAF| + [ZF| = 1).

Tr: componentes inativos de F' na iteracao de grau > 0.
Como [6(S)| > 2 paratodo S em Zr., temos que

D_sedp 0 ()| = Dgeapuz, 10 (S)| = Dsez, 107/ (5)
L < 2(|Ap| +|ZF| - 1) = 2|ZF| J

Aproximagéo — p. 11



Conclusao da analise

fLema: No inicio de cada iteracao, » g, 4, |07 (S)| < 2 ]AF\,T
onde F' é a floresta naquela iteracao.

Prova: Se |6g/(S)|=1entao S € Ap.
Grafo H: contracao das componentes de F' nesta iteracao.
Como /H e uma floresta,

2 sedpu 7 [0F (S)] < 2(JAF| + [ZF| = 1).

Tr: componentes inativos de F' na iteracao de grau > 0.
Como [6(S)| > 2 paratodo S em Zr., temos que

D5y 10F (S)] > sedruze 107 ()] = 2 gez, 107 (S)
L < 2(|Ap|+|Zr| = 1) = 2|Zp| < 2|Ap|. J
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Localizacao de facilidades

fProbIema: Dados conjunto £’ de facilidades, conjunto C de T
clientes, custo f; para cada i em F, custo c;; > 0 para

cada i em F e cada j em C, encontrar conjunto F/ C F
que minimize >, p fi + D ;comin{e; 1 i € F'}.
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Localizacao de facilidades

fProbIema: Dados conjunto £’ de facilidades, conjunto C de T
clientes, custo f; para cada i em F, custo c;; > 0 para
cada i em F e cada j em C, encontrar conjunto F/ C F

que minimize >, p fi + D ;comin{e; 1 i € F'}.
Versao metrica: ¢;; < cip + cxe + c; para todo i, j, k, .
Variaveis:

# y;. Indica se a facilidade i é aberta ou nao.

® z;;: indica se o cliente j se conecta a facilidade «.

o |
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Localizacao de facilidades

fProbIema: Dados conjunto £’ de facilidades, conjunto C de T
clientes, custo f; para cada i em F, custo c;; > 0 para
cada i em F e cada j em C, encontrar conjunto F/ C F

que minimize >, p fi + D ;comin{e; 1 i € F'}.
Versao metrica: ¢;; < cip + cxe + c; para todo i, j, k, .
Variaveis:
# y;. Indica se a facilidade i é aberta ou nao.
® z;;: indica se o cliente j se conecta a facilidade «.
Encontrar x e y que

minimizem ) . fivi + ZieF’ icc Cij Tij

sujeitoa ) ,.rx;j =1 paratodojemCcC

rij <Y paratodoiem FejemC(C
L rij,yi € 0,1} paratodoiem e jemC J
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Relaxacao linear

f # y;: indica se a facilidade i é aberta ou nao.
® z;;: indica se o cliente j se conecta a facilidade «.

Primal:

minimizar » ;. p fivi + 2 icr jec Cij Tij

sujeitoa ), pzi; =1
Tij < Yi
Lij Z 0
yi 2 0

para todo j em C
paratodoiem FejemC

paratodo:em FFejemC(C
para todo i em F.
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Relaxacao linear

f # ;. indica se a facilidade i é aberta ou nao. T
® z;;: indica se o cliente j se conecta a facilidade «.

Primal:

minimizar » ;. p fivi + 2 icr jec Cij Tij

sujeitoa ), pzi; =1
Tij < Yi
Lij Z 0
yi = 0

Dual:
maximizar ) .. vj

sujeito a » ;.o wij < f;
Uj — Wij < Cij

\— wz-jZO

para todo j em C
paratodoiem FejemC

paratodo:em FFejemC(C
para todo i em F.

paratodo:em F

paratodoiem FejemC(C
paratodoiem F'e jemC. J
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Relaxacao linear

. Primal (P):

minimizar » ;. p fi Vi + 2 _icr jec Cij Tij

sujeitoa ), pzi; =1
Tij < Yi
Lij 2 0
yi >0

para toao j em C
paratodo:em F e jemC

paratodozem FejemcC
para todo i em F.
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Relaxacao linear
" Primal (P): o

minimizar » ;. p fi Vi + 2 _icr jec Cij Tij

sujeitoa ) ,.pz;; =1 paratodojemdC
rij < i paratodo:iem FejemC
zij >0 paratodoiem Fejem(C
yi = 0 para todo i em F.

Dual (D):
maximizar ) .. vj
sujeito a Zjec < f; paratodo i em F
vj — wi; < ¢ paratodoi:em F'ejemCC

> () paratodo:em F e jem/ (.
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Relaxacao linear
" Primal (P): o

minimizar » ;. p fi Vi + 2 _icr jec Cij Tij

sujeitoa ) ,.pz;; =1 paratodojemdC
rij < i paratodo:iem FejemC
zij >0 paratodoiem Fejem(C
yi = 0 para todo i em F.

Dual (D):
maximizar ) .. vj
sujeito a Zjec < f; paratodo i em F
vj — wi; < ¢ paratodoi:em F'ejemCC

> () paratodo:em F e jem/ (.

# v;: Indica quanto o cliente j paga para se conectar.
L o . Indica quanto j pagaria para a facilidade i abrir. J
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Solucoes maximais do dual

fDuaI (D): T

maximizar ) .. vj

sujeito a ) ;¢ < f; paratodo:em F
Vi — wi; < Cj paratodoiem F'ejemCC
>0 paratodo:em F e jem/ (.

# v;: Indica quanto o cliente j paga para se conectar.
o . Indica quanto j pagaria para a facilidade i abrir.
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Solucoes maximais do dual

fDuaI (D): T

maximizar ) .. vj
sujeito a ) ;¢ < f; paratodo:em F

Vi — wi; < Cj paratodoiem F'ejemCC
> () paratodo:em F e jem/ (.

# v;: Indica quanto o cliente j paga para se conectar.
o . Indica quanto j pagaria para a facilidade i abrir.

Solucgao viavel (v*,w*) € maximal se

nao podemos aumentar v; de qq valor positivo e
obter novos gue formem uma solucéo viavel.

o
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Nova definicao de vizinhanca

. N

Facilidade i e vizinha do cliente j se v; > ¢;;.



Nova definicao de vizinhanca

. N

Facilidade i e vizinha do cliente j se v; > ¢;;.
Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.
Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.



Nova definicao de vizinhanca

. N

Facilidade i e vizinha do cliente j se v; > ¢;;.
Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.
Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.

Cliente j contribui para facilidade i se > 0.
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Nova definicao de vizinhanca

-

Facilidade i e vizinha do cliente j se v; > ¢;;.
Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.
Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.

Cliente j contribui para facilidade i se > 0.

Dado v*, tome = max(0, v; — cij).

Durante o algoritmo, (v*, ") sera solucéo dual viavel.

o |
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Nova definicao de vizinhanca

-

Facilidade i e vizinha do cliente j se v; > ¢;;.
Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.
Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.

Cliente j contribui para facilidade i se > 0.

Dado v*, tome = max(0, v; — cij).

Durante o algoritmo, (v*, ") sera solucéo dual viavel.

Se j contribul para ¢, entao j € N(i),
poIS > 0 implica que v} > ¢;;.

o |
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Nova definicao de vizinhanca

-

Facilidade i e vizinha do cliente j se v; > ¢;;.
Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.
Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.

Cliente j contribui para facilidade i se > 0.

Dado v*, tome = max(0, v; — cij).

Durante o algoritmo, (v*, ") sera solucéo dual viavel.

Se j contribul para ¢, entao j € N(i),
poIS > 0 implica que v} > ¢;;.

LAdemais, se j € N(i), entao v; = ¢;; + w; ;. J
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Facilidades justas

fFaciIidade i € vizinha do cliente j se v; > c;j. T
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Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.
Cliente 5 contribui para facilidade i se > 0.
Dado v*, tome = max(0, v; — cij).
Entédo (v*,w") é solucéo dual viavel.

Se j contribui para ¢, entao j € N (7).
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Lentao todo cliente é vizinho de alguma facilidade em 7. J

Aproximacgéo — p. 17



Facilidades justas

fFaciIidade i € vizinha do cliente j se v; > c;j. T
Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.
Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.
Sejal’ ={i€F:) ;ccw;,; = fi}.

Se (v*,w") € maximal,
entao todo cliente é vizinho de alguma facilidade em 7T'.

Aproximagéo — p. 18



Facilidades justas

fFaciIidade i € vizinha do cliente j se v; > c;j. T

Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.
Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.

Sejal’ ={i€F:) ;ccw;,; = fi}.

Se (v*,w") € maximal,
entao todo cliente é vizinho de alguma facilidade em 7T'.

Para cada i em 7T,

fit 2jeni) Cii = 2jenm(W + i) = 2ient)V;-
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Facilidades justas

fFaciIidade i € vizinha do cliente j se v; > c;j. T
Seja N(j)={i € F : ievizinhade j}.
Seja N(1) ={j € C : ieévizinhade j}.
Sejal’ ={i€F:) ;ccw;,; = fi}.

Se (v*,w") € maximal,
entao todo cliente é vizinho de alguma facilidade em 7T'.

Para cada i em 7T,
fit 2 jeni) Cis = 2jene (W) +cij) = 2jena) vy

Problema: alguns j estdo em mais de um N(i).
~ Vamos escolher " C T para abrir. o
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ldeia do algoritmo primal-dual

o N

ComececomS=CeT =0 (@ =w" =0).

Aumente v} uniformemente para j € S ate...
que algum v’ = ¢;j,
guando comecamos a aumentar simultaneamente
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ComececomS=CeT =0 (@ =w" =0). T

Aumente v} uniformemente para j € S ate...
que algum v’ = ¢;j,
guando comecamos a aumentar simultaneamente

Pare quando
#® j se torna vizinho de uma facilidade em 7" ou
# desigualdade de (D) fica justa para alguma facilidade i.

o |

Aproximagéo — p. 19



ldeia do algoritmo primal-dual
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Pare quando
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ldeia do algoritmo primal-dual

fComececomS:CeT:(Z) (v* = w" =0). T
Aumente v; uniformemente para j € S ate algum v = ¢;j,
dai comece a aumentar simultaneamente
Pare quando
® j se torna vizinho de uma facilidade em 7" ou
# desigualdade de (D) fica justa para alguma facilidade i.

Em cada caso,
# remova j de S ou
® incluaiem T eremova N (i) de S.
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ldeia do algoritmo primal-dual

fComececomS:CeT:(Z) (v* = w" =0). T
Aumente v; uniformemente para j € S ate algum v = ¢;j,
dai comece a aumentar simultaneamente
Pare quando
#® j se torna vizinho de uma facilidade em 7" ou
# desigualdade de (D) fica justa para alguma facilidade i.

Em cada caso,
# remova j de S ou
® incluaiem T eremova N (i) de S.

Quando S = () e todo cliente é vizinho de algum i em T,
Lconstrua T" gulosamente (com ¢'s tq 0s N(¢) sao disjuntos). J
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p

~No Ol bk WwDN Bk

rimal-Dual (F,C, f, c)

Algoritmo

-

v<«— 0 — 0
S—C T — ()
enguanto S # () faca
aumente v; paraj e Se parai € N(j)eje€S.
se je Sevizinhodeie T entdo S — S\ {j}
se a desigualdade do dual para i ¢ 7" é justa
entdo 7'—TU{i} S« S\ N()
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fPrimaI-DuaI (F,C, f, c)

Algoritmo

-

v<«— 0 — 0
S—C T — ()
enguanto S # () faca
aumente v; paraj e Se parai € N(j)eje€S.
se je Sevizinhodeie T entdo S — S\ {j}
se a desigualdade do dual para i ¢ 7" é justa
entdo 7'—TU{i} S« S\ N()
T — ()
enquanto 7' # () faca
seja i um elemento de T
TN —T"u{i}
T—T\{heT:35€C w;,; >0, >0}
devolva 7"
-
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